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A numerical algorithm is developed for searching for an approximate solution to the optimal control problem 
in the presence of terminal-phase constraints. In general, the formulation of the optimal control problem 
with terminal-phase constraints is presented, in which the control is a limited piecewise constant function. 
To solve the problem, a step-by-step algorithm is formulated, which is based on the methods of penalties and 
differential evolution. Based on this algorithm, a program is created with the help of which a computational 
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on the conversion of the starting substances, is determined.
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Введение. Решение задач оптимального управления динамической системой опирается 
на ее математическую модель, которую можно представить в виде системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений, содержащую фазовые переменные, определяющие состояние 
управляемого процесса и неподдающиеся непосредственному воздействию, и управление, 
значениями которого можно варьировать в ходе процесса.

В задачах оптимального управления ограничения могут быть наложены не только на 
переменную управления, но и на фазовые переменные. Наличие ограничений на фазовые 
переменные усложняет решение оптимизационных задач как в теоретическом исследовании 
свойств оптимальных процессов, так и в реализации алгоритмов численного решения. Однако 
наличие фазовых ограничений позволяет учитывать особенности протекания процесса, и тем 
самым делает его математическое описание более точным.

Существует несколько подходов к решению задач оптимального управления динамически-
ми системами с фазовыми ограничениями. Один из них связан с получением точных необ-
ходимых условий оптимальности и построением на их основе вычислительных процедур [1]. 
Наиболее точные результаты решения задач оптимального управления можно найти, исполь-
зуя принцип максимума. С помощью принципа максимума исходная постановка задачи сво-
дится к краевой задаче для системы обыкновенных дифференциальных уравнений, решение 
которой связано с выбором начальных значений сопряженных переменных [2–5]. 

Другой подход предполагает применение штрафных функций, с помощью которых обес-
печивается переход к задаче оптимального управления без ограничений [6–10]. Однако 
большинство численных методов решения оптимизационных задач без ограничений зависит 
от начального приближения, с которого начинается поиск решения [11]. Данную трудность 
позволяет преодолеть применение эволюционных методов оптимизации, в частности метода 
дифференциальной эволюции [12–14].

Метод дифференциальной эволюции имеет меньшее количество настраиваемых парамет-
ров, в отличие от других методов эволюционного поиска, таких как генетические алгоритмы, 
метод искусственных иммунных систем и др. Данный метод является прямым и не зависит 
от начального приближения решения задачи. Отсутствие чувствительности метода диффе-
ренциальной эволюции к начальному приближению достигается за счет того, что на каждой 
итерации оптимизируется не одно возможное решение, а одновременно рассматривается их 
совокупность, что позволяет увеличить область поиска. Метод дифференциальной эволю-
ции позволяет за небольшое время найти приближенное значение параметров оптимального 
управления процессом. В работе [15] показано, что для решения оптимизационных задач с 
помощью метода дифференциальной эволюции затрачивается меньше времени по сравнению 
с другими стохастическими методами оптимизации.

Целью работы является разработка численного алгоритма решения задачи оптимального 
управления с терминально-фазовыми ограничениями на основе методов штрафов и диффе-
ренциальной эволюции.

1. Постановка задачи. Пусть динамика управляемого процесса описывается системой обык-
новенных дифференциальных уравнений

	 ( ( ), ( ), ), 1, ,i
i

dx
f x t u t t i n

dt
= = 	 (1.1)

с начальными условиями

	 0(0) , 1, ,i ix x i n= = 	 (1.2)

где T
1( ) [ ( ),..., ( )]i nx t x t x t=  – фазовые переменные, ( ) Ruu t D∈ ⊆  – переменная управления, 

Du – множество допустимых значений управления, [0, ]t ∈ t  – время, ( ( ), ( ), )if x t u t t  – непре-
рывные вместе со своими частными производными функции.

Управление ( )u t  принадлежит классу кусочно-постоянных функций ( ) ,ju t u=  1[ , ],j jt t t +∈  
0, ,j r=  где r – число моментов переключений при разбиении 0 1 1... ,rt t t +< < <  0 0,t =  1 .rt + = t

Множество допустимых значений управления Du задается неравенством:
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	 min max( ) , [0, ].u u t u t≤ ≤ ∈ t 	 (1.3)

Положим, что в конечный момент времени на фазовые переменные наложены ограниче-
ния:
	 ( ( )) 0, 1, ,j x j mϕ t = =  	 (1.4)

	 ( ( )) , , ,0 1j x j m pϕ t ≤ = + 	 (1.5)

где ( )j xϕ  – непрерывно-дифференцируемые функции.
Задача оптимального управления процессом, который описывается системой дифференци-

альных уравнений (1.1) с начальными условиями (1.2), заключается в том, чтобы найти управ-
ление u*(t)  ∈  Du, при которой выполняются ограничения (1.4), (1.5) и достигается минимум 
критерия оптимальности:
	 0( ) ( ( )).I u x= ϕ t 	 (1.6)

Критерий оптимальности (1.6) представляет собой терминальный функционал. Будем 
рассматривать задачу Майера, так как к ней можно свести задачи Лагранжа и Больца, добавив 
к системе (1.1) дополнительное уравнение и граничное условие.

2. Эволюционный алгоритм решения задачи оптимального управления с терминально-фазовы-
ми ограничениями. Приведем способ решения задачи оптимального управления с терминаль-
но-фазовыми ограничениями на основе метода штрафных функций и дифференциальной 
эволюции.

Для перехода от задачи с терминально-фазовыми ограничениями к задаче без ограничений 
введем в рассмотрение вспомогательный функционал:

	 ( ) ( ) ( , ) min,kJ u I u R u s= + →  	 (2.1)

где

	 ( ) ( )2 2

1 1

( , ) ( ) ( )
2

pmk
k

j j
j j m

s
R u s x g x

= = +

 
= ϕ + 

  
∑ ∑

– штрафной функционал, sk – параметр штрафа, вычисляемый на k-й итерации по формуле 
1,k ks b s -= ⋅  b > 1 – параметр увеличения штрафа; ( ) 0,jg x =  если выполнено условие (1.5), 

иначе ( ) ( ( )).j jg x x= ϕ t
Чтобы найти решение задачи оптимального управления без ограничений (1.4), (1.5) с це-

лью минимизации функционала (2.1), применим метод дифференциальной эволюции. Работа 
метода основана на имитации эволюционных процессов, которым подвергаются векторы-ин-
дивиды [16, 17].

Пусть математическим аналогом вектора-индивида является управление 0 1( , ,..., ),ru u u u=  
где ( ),i iu u t=  [0, ],it ∈ t  , ,0i r=  0 0,t =  1 .rt + = t  Множеством возможных решений задачи опти-
мального управления, называемым популяцией, будет набор из P векторов 0 1( , ,..., ),j j j jru u u u=  

1, .j P=  Каждому вектору ставится в соответствие значение фитнес-функции, которой являет-
ся критерий оптимальности (2.1). Для этого необходимо найти численное решение системы 
дифференциальных уравнений (1.1) с начальными условиями (1.2).

Алгоритм решения задачи оптимального управления (1.1)–(1.6) состоит из следующих ша-
гов.

Шаг 1. Задать параметры метода штрафов: начальное значение параметра штрафа s0, па-
раметр увеличения штрафа b > 1, параметр завершения поиска решения 1 0.e >

Задать параметры метода дифференциальной эволюции: параметр скрещивания [0,1],ps ∈  
параметр мутации [ . ; ]0 5 1pm ∈  [18], параметры завершения вычислений d, e2  >  0.

Установить счетчик итераций k: = 1.
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Шаг 2. Заполнить начальную популяцию 0 0 0 0
0 1( , ,..., ),j j j jru u u u=  1, ,j P=  значениями из об-

ласти Du. Задать начальную популяцию в качестве текущей: 0: ,j ju u=  , .1j P=
Шаг 3. Вычислить значение функции приспособленности для каждого вектора ,ju  , .1j P=
Шаг 4. Номеру вектора-мишени присвоить значение 1: mish:=1.
Шаг 5. Найти в популяции вектор ubest с наилучшим (наименьшим) значением фит-

нес-функции.
Шаг 6. Выбрать случайным образом два различных вектора unum1, unum2, причем 1 ,num mishu u≠  

2 ,num mishu u≠  1 ,num bestu u≠  2 .num bestu u≠  Применить оператор мутации, в результате создать но-
вый вектор :mutu

	 1 2: ( ).mut best num numu u pm u u= + -

Шаг 7. Применить оператор скрещивания для вектора, полученного в результате мутации, 
и вектора-мишени. Создать пробный вектор uprob по правилу:

	
, ,

0, ,
, ,

mut i i
prob i

mish i i

u q ps
u i r

u q ps

≤= = >

где qi – случайное число из отрезка [0,1].
Шаг 8. Вычислить значение функции приспособленности для пробного вектора uprob.
Шаг 9. Обновить популяцию. Если значение критерия оптимальности (2.1), вычисленное 

для uprob, меньше его значения, найденного для umish, то в новую популяцию вместо векто-
ра-мишени поместить пробный вектор, т.е. umish  := uprob Иначе вектор-мишень umish остается 
в популяции. 

Шаг 10. Если ,mish P<  то : 1,mish mish= +  перейти к шагу 5, иначе перейти к шагу 11.
Шаг 11. Проверить условие окончания поиска решения задачи оптимального управления 

без терминальных ограничений. Вычислить расстояние между векторами текущей uj
k и пре-

дыдущей 1k
ju -  популяций ,ijρ  , 1, ,i j P=  и изменение фитнес-функций :ij∆

	 1 1 1 2

0

( , ) ( ) ,
r

k k k k k k
ij i j i j il jl

l

u u u u u u- - -

=

ρ = ρ = - = -∑

	 1 1( , ) ( ) ( ) ,k k k k
ij i j i ju u J u J u- -∆ = ∆ = -   , 1, .i j P=

Если на протяжении d поколений выполнены условия 2,ijρ < e  2,ij∆ < e  т. е. происходит 
незначительное изменение популяции и фитнес-функции, то остановить поиск решения и 
выбрать из последней популяции вектор ubest, которому соответствует наименьшее значение 
фитнес-функции. В противном случае увеличить счетчик итераций k на 1 и перейти к шагу 4. 

Шаг 12.  Проверить условие окончания работы алгоритма. Если 1( , ) ,best kR u s > e  то уве-
личить значение штрафа по формуле 1k ks b s+ = ⋅  и перейти к шагу 4.

Если *
1( , ) ,kR u s ≤ e  то остановить работу алгоритма. Приближенным решением задачи оп-

тимального управления с терминально-фазовыми ограничениями u* будет вектор ubest из по-
следней популяции.

3. Вычислительный эксперимент. Используя описанный алгоритм, найдем численное реше-
ние задачи оптимального управления каталитическим процессом с терминальными ограни-
чениями. Рассмотрим реакцию синтеза бензилиденбензиламина под действием FeCl3×6H2O, 
схема и кинетические уравнения стадий wj(C,T) которой имеют следующий вид [19]:

	

,
,

,
,

1 2 3 4

3 5 6

5 1 7 8

8 6 9

X X X X

X X X

X X X X

X X X

+ → +

→ +

+ → +

+ →

	 (3.1)
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где X1 – бензиламин, X2 – четыреххлористый углерод, Х3 – хлорбензиламин, Х4 – хлороформ, 
Х5 – 1-фенилметанимин, Х6 – хлористый водород, Х7 – бензилиденбензиламин, Х8 – аммиак, 
Х9 – хлористый аммоний, Ci – значение концентрации i-го вещества (моль/л, 1,9),i =  kj – 
константа скорости j-й стадии реакции (л/(моль · ч) для  j  = 1, 3, 4 1/ч для j  = 2), рассчитывае-
мая исходя из уравнения Аррениуса:

	 0( ) exp ,
j

j j

E
k T k

RT

 
= -  

где k0j – предэкспоненциальный множитель (л/(моль·ч) для j  = 1, 3, 4; 1/ч для j  = 2), Ej – значе-
ние энергии активации j-й стадии, Дж/моль, T – температура, К, R – универсальная газовая 
постоянная (8.31 Дж/(моль·К)).

Система дифференциальных уравнений материального баланса периодического реактора 
идеального смешения для реакции (3.1) имеет вид [19]:

	
( , ) ( , )

,i i i ndx F x T x F x T
dt N

-
=  

4

1

, 1,9,i ij j
j

F W i
=

= ν =∑ 	 (3.2)

	 ( , )
4 9

1 1
n j ij

j i

dN
F x T W

dt
= =

= = ν∑ ∑  	 (3.3)

с начальными условиями

	 0(0) , 1,9, (0) 1,i ix x i N= = =  	 (3.4)

где xi – концентрация i-го вещества, мольная доля, N = C/C0– относительное изменение чис-
ла молей реакционной среды, С и С0 – суммарная концентрация веществ и ее начальное зна-
чение, моль/л, νij – матрица стехиометрических коэффициентов ( 1,9, 1,4),i j= =  Wj = wj /C0 – 
приведенная скорость j-й стадии реакции, 1/ч.

Значения приведенных кинетических констант реакции синтеза бензилиденбензиламина 
при T  = 293 К приведены в работе [19] (1/ч): K1 = 1.5 × 10-2, K2 = 4.7, K3 = 13.4, K4 = 0.6. Зна-
чения истинных констант k1, k2, k4 определяются по формуле ki = Ki/C0, i = 1,3,4, а значение 
k2 = K2. Значения энергий активации стадий реакции равны (кДж/моль): E1 = 44.35, E2 = 32.22, 
E3 = 6.69, E4  = 1.67.

Пусть управлением является температура T, на значения которой наложены технологиче-
ские ограничения:

	 285 К ≤ T(t) ≤ 373 К, [0, ].t ∈ t 	 (3.5)

Фазовыми переменными, описывающими состояние процесса, являются концентрации 
веществ xi, 1, 9,i =  и относительное изменение числа молей реакционной среды N.

Целевой продукт реакции (3.1) – бензилиденбензиламин X7. Поэтому зададим следующий 
критерий оптимальности:
	 7( ) ( ),I u x= t 	 (3.6)

выражающий значение концентрации Х7 в конце реакции.
Поскольку выход X7 зависит от конверсии исходных веществ, потребуем, чтобы конверсия 

X1 и X2 в конце реакции была не ниже 75%, т.е. выполнялось условие:

	 1 21 ( ( ) ( )) 0.75.x x- t + t ≥ 	 (3.7)

Тогда задача оптимального управления реакцией синтеза бензилиденбензиламина форму-
лируется следующим образом. Требуется найти оптимальный температурный режим T * = T *(t) 
процесса, описываемого системой дифференциальных уравнений (3.2), (3.3) с начальными 
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условиями (3.4), который с учетом ограничений (3.5), (3.7) обеспечивает достижение макси-
мума критерия оптимальности (3.6).

Численное решение задачи (3.1)–(3.7) найдено на основе методов штрафов и дифферен-
циальной эволюции с помощью программы на языке Delphi, реализующей решение задачи 
оптимального управления реакцией синтеза бензилиденбензиламина продолжительностью 
t = 8 ч. Для решения системы дифференциальных уравнений (3.2), (3.3) с начальными усло-
виями 
	 ( ) . , ( ) . , ( ) , , , ( ) ,1 20 0 51 0 0 49 0 0 3 9 0 1ix x x i N= = = = =  	 (3.8)

применен метод Рунге–Кутты четвертого порядка. 
Задача решена со следующими параметрами алгоритма: начальное значение параметра 

штрафа s0 = 0.1, параметр увеличения штрафа b = 10, параметр скрещивания ps = 0.5, пара-
метр мутации pm = 0.7, параметры завершения поиска решения 4

1 2 10 ,-e = e =  d = 5. 
В результате проведенных расчетов найдено приближенное решение задачи оптимального 

управления (3.1)–(3.7). Определен температурный режим T *(t) реакции синтеза бензилиден-
бензиламина (рис. 1), при котором достигается наибольшее значение целевого продукта реак-
ции, равное 0.2974 мольных долей (рис. 2). При этом конверсия исходных веществ составляет 
72.8% (рис. 3). 

Рис. 1. Субоптимальный температурный режим.

Рис. 2. Динамика концентрации бензилиденбензиламина.
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Как видно из рис. 1 и 3, температура не меняется на протяжении 6 ч, а прирост конверсии 
Х1, Х2 начинает снижаться примерно через 3 ч, что связано с особенностями протекания ка-
талитического процесса при заданных начальных условиях.

Задача оптимального управления процессом синтеза бензилиденбензилимина решена так-
же с помощью метода вариаций в пространстве управлений [20], реализованного авторами 
в программе на языке программирования Delphi. Для выбора начального приближения реше-
ния задачи найдено численное решение системы дифференциальных уравнений (3.2), (3.3) 
с начальными условиями (3.4) при различных допустимых значениях температуры, приве-
денных в таблице. Так как наибольшее значение концентрации x7 в конце реакции достига-
ется при температуре, равной верхней границе допустимых значений, ее значение принято в 
качестве начального приближения. Задача решена с шагом h = 0.1 и количеством точек раз-
биения интервала времени nt  = 100. Результаты расчетов показали, что наибольшее значение 
концентрации бензилиденбензиламина, равное 0.2971 мольных долей, достигается при темпе-
ратурном режиме T *var, приведенном на рис. 4. Конверсия веществ X1, X2 при этом равна 72.1%. 

Вычислим относительные погрешности векторов T * и фазовых переменных *
1 ,x  *

2,x  *
7x  

с помощью формул:
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где x*
var  i – векторы значений концентраций веществ, вычисленные при температурном режи-

ме T *var . 
Относительные погрешности вектора температуры, векторов концентраций исходных ве-

ществ и целевого вещества составили, %: *( ) . ,3 27Tδ =  *
1( ) 4.13,xδ =  *

2( ) 4.42,xδ =  *
7( ) 4.55.xδ =  

Относительная погрешность значения критерия оптимальности равна ( ) 0.1%.Iδ =  Отсюда 
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Рис. 3. Динамика конверсии исходных веществ.
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видно, что решение, полученное на основе метода штрафов и дифференциальной эволюции, 
удовлетворительно согласуется с решением, найденным с помощью метода вариаций в про-
странстве управлений.

Решение задачи оптимального управления (3.1)–(3.7) определено также для реакции син-
теза бензилиденбензиламина продолжительностью t = 6, 4, 2 ч. Результаты вычислений по-
казали, что с уменьшением времени реакции происходит снижение значения концентрации 
целевого продукта ( 7(6) 0.2541,x =  7(4) 0.1885,x =  7(2) 0.1216x = ) и значения конверсии исход-
ных веществ (70.72, 65.27 и 50.34% соответственно), что связано с уменьшением времени кон-
тактирования реагентов. Относительные погрешности вектора температуры, по сравнению 
с температурной кривой, вычисленной с помощью вариационного метода для t = 6, 4, 2 ч, 
равны 2.13, 1.21 и 1.98% соответственно.

Также проведено пять вычислительных экспериментов с варьированием значений началь-
ных концентраций (3.8) исходных веществ. Выявлено, что с увеличением начальной концен-
трации вещества Х1 в реакционной системе повышается концентрация целевого продукта Х7 
и конверсия исходных веществ. Это связано с тем, что реагент Х1 расходуется на первой ста-
дии образования вещества X3, из которого образуется X5, а затем X7, а также непосредственно 
участвует в образовании X7 (стадия 3 реакции (3.1)). Вещество Х2 расходуется по одному пути 
образования целевого вещества Х7, поэтому его концентрации в реакционной смеси требует-
ся меньше по сравнению с X1. Наибольшее значение критерия оптимальности (3.6), равное 
0.3451 мольных долей, достигается при следующем наборе начальных концентраций исход-
ных веществ:
	 ( ) . , ( ) . .1 20 0 7 0 0 3x x= = 	 (3.9)
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Рис. 4. Субоптимальный температурный режим, вычисленный  
с помощью метода вариаций в пространстве управлений.

Таблица. Зависимость значения концентрации бензилиденбензиламина от температуры

T, К Конверсия X1 и X2, % Концентрация X7, мольная доля
285 5.19 0.013
295 9.54 0.023
305 15.59 0.039
315 22.98 0.058
325 31.04 0.079
335 39.05 0.100
345 46.46 0.120
355 52.97 0.138
365 58.47 0.154
373 62.16 0.164
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При этом на протяжении всего процесса (t = 8 ч) необходимо поддерживать температуру, 
равную 373 К, а конверсия исходных веществ равна 81.56%. Отклонение от температурного 
режима, вычисленного с помощью метода вариаций в пространстве управлений, составляет 
2.67%.

Также задача поиска оптимального температурного режима для реакции (3.1) решена при 
начальных условиях (3.9), но граничное значение конверсии в конце реакции было повышено 
до 80 и 90%. Решение задачи оптимального управления для этих случаях практически не отли-
чается от решения, найденного для условия (3.7), что связано с предельными возможностями 
данного каталитического процесса.

Заключение. Для поиска решения задачи оптимального управления с терминально-фазо-
выми ограничениями можно применить метод штрафов, позволяющий избавиться от огра-
ничений путем введения штрафной функции. Затем для решения новой задачи оптимального 
управления без ограничений используется метод дифференциальной эволюции. Метод диф-
ференциальной эволюции легкореализуем на практике и позволяет найти приближенное ре-
шение оптимизационной задачи. Особенность предложенного подхода состоит в том, что его 
можно применять для получения приближенного решения задач оптимального управления с 
терминально-фазовыми ограничениями при неизвестном начальном приближении, которое 
обычно задается исследователем, исходя из смысла поставленной задачи.

Предложенный способ решения задачи оптимального управления с терминально-фазовы-
ми ограничениями сформулирован в виде численного алгоритма. Работа алгоритма апробиро-
вана на каталитическом процессе синтеза бензилиденбензиламина. С помощью программы, 
реализующей алгоритм на основе метода штрафов и метода дифференциальной эволюции, 
найдены численные решения задач поиска оптимального температурного режима при на-
личии ограничений, накладываемых на управление и фазовые переменные. Показано, что 
относительные погрешности решений по сравнению с решениями, полученными с помощью 
метода вариаций в пространстве управлений, не превышают 5%.
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