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Abstract. The problem of estimating unknown probabilities of transitions of a random Markov binary 
input signal of a nonlinear one-dimensional discrete system based on estimating the expectation and 
variance of the output signal is considered. The defined expressions are built on the basis of considering 
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УПРАВЛЕНИЕ В СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ  
И В УСЛОВИЯХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ
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Введение. В [1] решалась задача оценивания неизвестных вероятностей переходов марков-
ского двоичного входного сигнала линейной системы. В отличие от нее в статье рассматрива-
ется та же задача для нелинейной системы. Синтез алгоритма оценивания осуществляется на 
основе аппроксимации неизвестной плотности вероятности распределением Пирсона I типа. 
Его достоинством является разнообразие формы распределения, зависящее от сочетания па-
раметров, связанных с математическим ожиданием и дисперсией простыми алгебраическими 
формулами. Задача решается методами теории систем со случайной скачкообразной структу-
рой с применением метода двухмоментной параметрической аппроксимации, о которых далее 
подробно говорится в тексте.

Актуальность задачи состоит в следующем. Вероятности переходов марковской цепи ха-
рактеризуют среднюю частоту случайных переключений входного двоичного сигнала. В не-
которых авиационных системах навигации и наведения на вход пеленгационных устройств 
поступают сигналы помех от пространственно разнесенных объектов, воспринимаемых на 
выходе как единое целое [2]. Сигналы помех чередуются со случайными промежутками вре-
мени, средняя частота которых неизвестна. Алгоритм ее оценивания улучшает точность и эф-
фективность системы управления летательного аппарата.

Марковские математические модели, применяемые для оптимизации стохастических си-
стем, можно разделить на три класса:

1) системы с дискретным пространством состояний,
2) системы с непрерывным пространством состояний,
3) системы с дискретно-непрерывным пространством состояний (системы со случайной 

скачкообразной структурой (ССС)).
Соответственно этим классам случайные процессы, протекающие в них, разделяются на:
1) марковские цепи,
2) диффузионные процессы,
3) скачкообразные диффузионные процессы.
Будучи ограничены рамками статьи, проведем небольшой обзор научных работ по теории 

оценивания марковских процессов, представляя в основном лишь монографии и не претен-
дуя на полный перечень многочисленных серьезных трудов по этой тематике.

Марковские цепи и диффузионные процессы.
1. Оптимальные алгоритмы:

• линейная фильтрация с аддитивным белым шумом в канале измерения [3–12],
• линейная фильтрация с небелыми аддитивными шумами в канале измерения [3–11],
• метод наименьших квадратов [10],
• метод максимального правдоподобия [3, 8, 10, 13],
• нелинейная байесовская фильтрация [3–5, 7–11, 14],
• линейное сглаживание [4–6, 8, 11],
• нелинейное сглаживание [4, 5, 8, 11],
• адаптивное оценивание [3, 7, 9–11],
• различение гипотез [14].

2. Приближенно-оптимальные алгоритмы:
• фильтрация [3–5, 7, 10, 11, 14, 15],
• сглаживание [5],
• адаптация и самообучение [3, 7, 10, 14],
• кластерный анализ [14],
• метод стохастической аппроксимации [10].

Системы ССС.
1. Оптимальные алгоритмы:

а) распознавание и фильтрация:
• линейные системы с марковской структурой [2, 5, 15–26] при аддитивно-мультипликатив-

ных возмущениях и помехах,
• нелинейные системы с условно-марковской структурой [2, 5, 17–20];
б) распознавание и сглаживание:
• линейные системы с марковской структурой [5, 18, 20],
• нелинейные системы с условно-марковской структурой [5, 18, 20].

2. Приближенно-оптимальные алгоритмы в нелинейных системах с марковской и условно-
марковской структурой:
• распознавание и фильтрация [2, 5, 17, 19, 20],
• распознавание и сглаживание [5, 18, 20],
• стохастическая устойчивость [21, 27].
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Оптимальные алгоритмы оценивания состояния нелинейных систем основаны на решении 
функциональных дифференциальных или рекуррентных уравнений для апостериорных плот-
ностей вероятностей вектора состояний. В системах с детерминированной структурой – это 
вектор фазовых координат, в системах ССС – совместный вектор взаимосвязанных фазовых 
координат и структуры [5, 17, 18, 20]. В наиболее общей постановке данная задача решена 
и опубликована в статье [17] и в монографиях [4, 18, 20].

Приближенно-оптимальные алгоритмы, предназначенные для реализации в аппаратуре, 
описываются обыкновенными рекуррентными уравнениями для апостериорных оценок век-
тора состояния – математического ожидания (либо моды или медианы), ковариации ошибки 
оценивания и вероятностей состояний структуры [5, 18, 20].

При неполной и неточной априорной и апостериорной информации, особенно в условиях 
информационного противодействия и упрощенной математической модели, используемой 
при анализе, точность вычислений оптимальных алгоритмов не улучшает реальной точности 
оценивания. В то же время реализация законов распределения по сравнению с реализацией 
оценок вероятностных моментов требует более высокого быстродействия и объема памяти 
вычислительных систем.

Наиболее распространенным способом упрощения алгоритмов являются так называемые 
модифицированные фильтры Калмана: линеаризованный, расширенный, итерационный [10]; 
с низкочастотной аддитивной помехой [3]; с декомпозицией и снижением размерности векто-
ра состояния [3, 10]; с обнулением слабокоррелированных корреляционных моментов связи 
в уравнениях Риккати и с использованием установившихся решений этих уравнений [3, 4]; 
с адаптацией к неизвестным параметрам объекта и измерителя [3, 4, 7, 10, 11, 14].

Модифицированные фильтры Калмана применялись в основном на ранних стадиях раз-
вития автоматики. По мере расширения задач, условий применения и использования суще-
ственных нелинейностей и логических элементов, при высоком уровне возмущений и помех 
точность этих фильтров не удовлетворяет техническим требованиям. С другой стороны, про-
гресс вычислительной техники позволил реализовать более сложные, но более точные при-
ближенно-оптимальные алгоритмы.

К этой группе в первую очередь следует отнести алгоритмы, базирующиеся на аппрок-
симации неизвестных распределений. Наибольшее распространение получила  гауссовская 
аппроксимация из-за так называемого эффекта нормализации, доказанного в [28] на основе 
центральной предельной теоремы теории вероятностей. Физическое объяснение этого эффек-
та – сглаживание линейными инерционными звеньями негауссовских марковских сигналов 
на выходе нелинейных характеристик. Гауссовская аппроксимация эквивалентна методу ста-
тистической линеаризации. Недостатком этих методов является унимодальность распределе-
ния и зависимость от табулированной функции – интеграла вероятности [20], что усложняет 
реализацию алгоритмов.

Приемлемого компромисса между точностью и  реализуемостью, удовлетворяющего 
заданным техническим требованиям, можно достичь с  помощью метода двухмоментной 
параметрической аппроксимации (ДПА) [2, 5, 15, 18–20]. Метод ДПА состоит в  замене 
неизвестных распределений известными законами, зависящими от двух неизвестных па-
раметров, связанных с двумя вероятностными моментами – математическим ожиданием 
и  дисперсией – простыми алгебраическими формулами. В  результате  функциональные 
уравнения для плотностей вероятностей в системах с детерминированной структурой преоб-
разуются в обыкновенные рекуррентные уравнения для моментов. В системах ССС анало-
гичные уравнения для распределения вероятностей вектора состояний [ , ]x s  преобразуются 
в систему уравнений для условных моментов при фиксированной структуре и вероятностей 
состояний структуры.

Для аппроксимации удобно применять распределения Пирсона. Эти распределения полно-
стью определяются четырьмя параметрами, которые связаны с первыми четырьмя вероятност-
ными моментами системой алгебраических уравнений. Если известны два любые из этих пара-
метров, то оставшиеся два параметра связаны с двумя основными моментами: математическим 
ожиданием и ковариацией. Частными случаями распределения Пирсона, удовлетворяющими 
этим условиям, являются, например, гауссовское и  усеченное гауссовское распределения, 
бета-распределение (и его частные случаи: закон арксинуса, равномерное и степенное распре-
деления), гамма-распределение (и его частные случаи: показательное и показательно-степен-
ное распределения, χ2 -распределение, закон Эрланга), T -распределение Стьюдента.

Для аппроксимации могут использоваться такие непрерывные двухпараметрические рас-
пределения, как закон Симпсона, Релея, Максвелла, Парето, логистическое распределение 
и  F -распределение Фишера. Возможно применение и дискретных распределений, напри-
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мер, биномиального, геометрического, Паскаля, Пуассона и Полиа. Параметры этих непре-
рывных и дискретных распределений связаны с их моментами простыми алгебраическими 
формулами.

Особенно удобным в прикладных задачах исследования систем ССС является примене-
ние распределения Пирсона I типа и его частного случая – бета-распределения. Они имеют 
весьма важное достоинство: форма плотности вероятности изменяется (в заданных пределах) 
в широком диапазоне в зависимости от сочетания двух неизвестных параметров, которые по-
лучаются в процессе решения замкнутой системы обыкновенных рекуррентных уравнений 
для математических ожиданий и ковариаций вектора состояний системы. Таким образом, 
формой аппроксимирующего распределения не нужно задаваться заранее – она определяет-
ся автоматически в результате нахождения указанных двух параметров и может изменяться 
в процессе решения. Для аппроксимации распределений сигналов с пределами [0, )¥  удобно 
применять  гамма-распределение.

Еще одно полезное свойство бета- и  гамма-распределений – хорошая совмести-
мость с  функциями, описывающими типовые нелинейности: пеленгационные и  огра-
ничительные характеристики, зоны нечувствительности и  проч., например при нели-
нейностях типа φ( ) = (1 )x Cx xn m-  (рис. 1) и  плотности вероятности бета-распределения 
f x B x x( ) = ( , ) (1 )1 1 1- - --� � � � , x Î [0,1] : 

1 1
1 1 1

0 0
1

1 1 1 1

0

( ) ( ) = ( , ) (1 ) =

= ( , ) ( , ) ( , ) (1 ) =

( 1)( 1) ( 1)( 1)= ,
( 1) ( 1)

n m

n m

x f x dx C B x x dx

CB B n m B n m x x dx

n mC
n m

α β

α β

φ α β

α β α β α β

αβ α β α β
γ γ γ

− + − + −

− − + − + −

−

+ + + + −

+ + + − + −
+ + + −

∫ ∫

∫




где � �= x , � �= (1 )- x , � = ( ) /x R-� , x M x [ ] , Θ  M x[ ]2 , и, в  частном случае, при 
n m= = 1 : 

0

1

( ) ( ) = .∫ −� x f x dx C x( )�

В марковских системах со случайной, но не скачкообразной структурой для синтеза при-
ближенно-оптимальных алгоритмов оценивания применяются метод разделения и кластер-
ный анализ [14].

В статье для построения алгоритма оценивания неизвестных вероятностей переходов мар-
ковского двоичного сигнала используется аппроксимация распределением Пирсона I типа 
в диапазоне [ 1,1]- .

Рис. 1
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1. Постановка задачи. Нелинейная система, изображенная на рис. 2, задается уравнениями

	 x l x l u sk k k+ + −1 = ( ) (1 ) ( ),φ  0 < < 1,l 	 (1.1)

где k = 0,1, 2,  – дискретное время; xk  – выходной сигнал; l  – коэффициент усиления 
в цепи обратной связи; sk = 1,2  - индекс состояния структуры, описываемый марковской 
цепью с неизвестными распределениями равных вероятностей q s sk k k( | )1+  переходов из sk  
в  sk+1 : q q h(2 | 1) = (1 | 2) =  и при s sk k+ =1 : q q(1 | 1) = 1 (2 | 1)- ,  q q(2 | 2) = 1 (1 | 2 |)- ; u sk( )  – 
случайный входной двоичный сигнал: u sk( = 1) = 1 , u sk( = 2) = 1- .

Вероятность переходов h h t= ¢∆ , где ∆t  – шаг дискретности, ¢h  – интенсивность пере-
ходов марковской цепи с непрерывным временем ( 0)∆t ® , характеризует среднюю частоту 
входного сигнала. Пеленгационная характеристика φ( )xk  записывается как 

	 φ( ) =
(1 ) [ 1,1]

0 [ 1,1],

2

x
cx x x

x
k

k k k

k

− ∈ −
∉ −







при

при

, 	 (1.2)

c Î (0, 2.5).

Требуется построить алгоритм оценивания вероятности h .

2. Алгоритм оценивания вероятностей переходов. В уравнении (1.1) с равновероятными пере-
ходами математическое ожидание uk  входного сигнала u sk k( )  равно нулю. Поэтому равно нулю 
и установившееся математическое ожидание xk  выходного сигнла xk  системы (1.1), имеющей 
нелинейную характеристику φ( )xk . Дисперсия Rk  сигнала xk  зависит от частоты и амплитуды 
входного сигнала и полосы пропускания системы, которые характеризуются параметрами h  и   l .  
Зная два любых параметра из тройки R , h , l , можно определить третий параметр. На этом 
основана идея построения алгоритма распознавания неизвестного параметра h .

Для нахождения зависимости R  от h , l  воспользуемся уравнениями для математиче-
ских ожиданий и дисперсий нелинейной системы с марковской скачкообразной структу-
рой [18, 20]: 

	 p s q s s p sk k
sk

k k k k k+ + +∑1 1 1( ) = ( | ) ( ), 	 (2.1)

	 x s p s q s s p s l s l u sk k k k
sk

k k k k k k k k+ + + + +∑ + −1 1 1 1 1( ) ( ) = ( | ) ( ) ( ) (1 ) (φ kk )



 , 	 (2.2)

	
�

�

k k k k
sk

k k k k k

k k

s p s q s s p s

l s l l

+ + + + +∑ ×

× + −

1 1 1 1 1

2

( ) ( ) = ( | ) ( )

( ) 2 (1 )) ( ) ( ) (1 ) ( )2 2�k k k k k ks u s l u s+ −




,

	 (2.3)

	 x x s p sk
sk

k k k k+

+

+ + + +∑1

1

1 1 1 1= ( ) ( ), 	 (2.4)

Рис. 2
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	 Θ Θk
sk

k k k ks p s+

+

+ + + +∑1

1

1 1 1 1= ( ) ( ),	 (2.5)

	 R xk k k+ + +−1 1 1
2= Θ . 	 (2.6)

где p sk k( )  – вероятность состояния sk ; x sk k( )  и  Θk ks( )  – условные первый и второй началь-
ные моменты xk  при фиксированном sk ; xk , Θk  и  Rk  – соответственно безусловные первый 
и второй начальные моменты и дисперсия сигнала xk ; 

	 φ φk k k k k k k ks x f x s dx( ) ( ) ( | )
1

1



−
∫ , 	 (2.7)

	 �k k k k k k k ks x f x s dx( ) ( ) ( | ) ,
1

1
2



−
∫� 	 (2.8)

где f x sk k k( | )  – условная плотность вероятности xk  при фиксированном sk .
В [1] рассматривалась линейная система с марковским двоичным входным сигналом, у ко-

торой, в отличие от системы (1.1), характеристика φ( ) =x xk k , xk ∈ −[ 1,1]. Было математи-
чески строго доказано, что выходной сигнал этой системы имеет условные распределения 
Пирсона I типа:

	
f x

x x

B

f x
x x

( | 1) =
(1 ) (1 )

2 ( 1, )

( | 2) =
(1 ) (1 )

2

1

1

+ −

+

+ −

−

+

−

+

� �

� �

� �

�

� �
,

�� � �B( , 1)+
,

	 (2.9)

x ∈ −[ 1,1] > 0, > 0,, � �

где B( 1, )� �+  и  B( , 1)� � +  – специальные бета-функции со следующими свойствами [29]: 

B( , ) =
( ) ( )
( )

( 1) = (

( 1) = (

� �
� �
� �

� � �

� � �

� �
�

� �

� �
+

+

+

, ),

),

� � � �=
1

=
1

> 0 > 0
g

l
h

l- -
, , , ,

где �( )�  – специальная гамма-функция; h , g  – вероятности перехода соответственно из пер-
вого состояния во второе и наоборот.

Это обстоятельство, а также способность распределения Пирсона I типа принимать раз-
нообразную форму в зависимости от значений его параметров λ  и  ν  (рис. 3) дает основание 
аппроксимировать условные плотности вероятности f x sk k k( | )  в формулах (2.7), (2.8) плот-
ностями вероятности Пирсона I типа:
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	 (2.10)
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�

� � �

k
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k
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k k k
k

k

x x

R

=
(1 )

2
; =

(1 )
2

;

= =
1

.

+ −

+
−�

	 (2.11)

Так как 

sk

k k kq s s

+

+∑
1

1( | ) = 1 , 

то из уравнений (2.2), (2.4) с учетом uk (1) = 1 , uk (2) = 1-  следует

	 x l p s s l p pk
sk

k k k k k k+ ∑ + − −[ ]1
=1

2

= ( ) ( ) (1 ) (1) (2)φ ; 	 (2.12)

Рис. 3
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2
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	 (2.13)

Подставив (2.10), (2.11) в (2.7), (2.8), получаем

	 �
� �

� �
� �
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1
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	 (2.17)

При равновероятных переходах марковской цепи sk  в  установившемся режиме имеем 
p pk k(1) = (2) = 0.5  и, как следует из (2.1) – (2.17),

	
x R R R R

x

k k k k k k k

k

= 0, = = , = , (1) = (1) = (1),

(1) = (2),

1 1 1 1+ + + +

+−

� � � �

� � 11

1

(1) = (1) = (1), (1) = (2),

(1) = (1) = (1), (1) = (2)

x x x xk

k k

−

+� � � � � ,

	 (2.18)
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�
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(1) =
( 1)( 3)

=
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3
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1
1

,
c c x

x
+ + + +

	 (2.20)

откуда вытекает, что 

	 � � �(1) = (1), =
(1 )
1 2

.x
c R

R
−
+

	 (2.21)

Подставив (2.21) в (2.2), находим 

	 �
��
��

(1) =
(1 )
1

,
-
-

l
l

	 (2.22)

где µ  1 2- h .

Подставив (2.22) в (2.13), получаем 
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откуда следует 

	 �
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Как видно из формул (2.19) – (2.24), для определения h  нужно знать l  и  R . Дисперсия R  
может быть оценена любым стандартным способом, используемым в инженерной практи-
ке с помощью аналоговой или цифровой техники. Например, алгоритмами фильтрации или 
сглаживания (на закрепленном интервале, в закрепленной точке, с постоянным запаздывани-
ем) [5], или так называемым методом осреднения [30], применяемым в авиационной технике. 
Он состоит в следующем: измеряемый сигнал проходит через низкочастотный фильтр, полоса 
пропускания которого намного уже полосы пропускания исследуемой системы. На выходе 
фильтра имеем оценку среднего значения x . Параллельно с этим сигнал пропускается через 
квадратичный детектор и аналогичный низкочастотный фильтр, на выходе которого получа-
ется оценка среднего квадрата Θ . Вычитанием Θ- x R2 =  находим оценку дисперсии. После 
чего h  при известном l  определяется согласно (2.24).

3. Пример. При R = 0.2  и  c = 1.5  согласно (2.19), (2.21), получаем æ = 1 , ε = 1 , откуда из 
(2.24) следует 

	 µ
µ

=
1 (1 ) 5(1 )

(1 ) 5(1 )
=

1.5 1
(1.5 )

, =
1

2
.

l
l l
l l

l
l l

h⋅
+ − −
+ + −

−
−

− 	 (3.1)

Зависимость h l( )  при R = 0.2 , рассчитанная по формуле (3.1), изображена на рис. 4. Срав-
нение ее с кривой, найденной путем имитационного математического моделирования h lэ( ) , 
показывает удовлетворительную для практики точность разработанного алгоритма оценива-
ния вероятности переходов марковского двоичного сигнала.

Заключение. Решена задача оценивания неизвестных вероятностей переходов марковского 
двоичного входного сигнала нелинейной одномерной дискретной системы на основе исполь-
зования известных оценок математического ожидания и дисперсии выходного сигнала. На 
базе методов теории систем со случайной скачкообразной структурой и двухмоментной пара-
метрической аппроксимации неизвестных плотностей вероятностей распределением Пирсона 
I типа получен приближенно-оптимальный рекуррентный алгоритм оценивания состояния 

Рис. 4
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системы. Выражения для определения искомых оценок заданы рассмотрением установивше-
гося режима разработанного рекуррентного алгоритма при условии равновероятных переходов 
случайного двоичного входного сигнала. Как показывают расчеты, теоретические результаты 
близки к результатам, полученным путем имитационного математического моделирования.
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