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Основная цель исследования заключается в определении оптимального режима
функционирования теплоснабжающей системы при минимизации эксплуатацион-
ных затрат на производство и распределение тепловой энергии с учетом ожидаемых
экономических потерь от возможных недоотпусков тепловой энергии при отказах
элементов системы. Для получения параметров, соответствующих такому режиму,
предложен методический подход, заключающийся в совместном расчете узловых
цен на тепловую энергию и показателей надежности в исследуемой системе при реа-
лизации различных аварийных состояний (отказов элементов). Определение узло-
вых цен на тепловую энергию осуществляется с помощью метода множителей
Лагранжа, при этом расчет проводится с учетом различной стоимости производства
на источниках тепловой энергии и распределения теплоносителя по тепловой сети.
В рамках решаемой задачи в качестве узловых показателей надежности используют-
ся недоотпуски тепловой энергии потребителям в аварийных состояниях системы и
соответствующие им экономические эквиваленты (ущербы). Оценка вероятностей
реализации аварийных состояний осуществляется с помощью моделей марковского
случайного процесса. Общей методической основной для моделирования теплогид-
равлических режимов в системе, в том числе аварийных, являются закономерности
теории гидравлических цепей. Разработанные методы и модели, наряду с основной
сформулированной задачей оптимального управления, позволяют на основе получае-
мых показателей идентифицировать наиболее “узкие” места в системе, соответствую-
щие максимальным экономическим потерям от нарушения теплоснабжения потреби-
телей. Проведен вычислительный эксперимент на основе тестовой схемы теплоснабжа-
ющей системы с применением предложенного методического и вычислительного
аппарата. Полученные результаты проанализированы, представлены их графические
интерпретации, сформулированы направления дальнейших исследований.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Методология оптимального управления теплоснабжающими системами (ТСС)
предполагает постановку и решение целого комплекса научно-методических и инже-
нерных задач: определения оптимальной структуры и параметров этих систем, опти-
мальных режимов их функционирования, эффективного соотношения и загрузки
централизованных и распределенных источников при эксплуатации, выбора опти-
мальных организационных форм взаимодействия субъектов теплового рынка, опреде-
ления наиболее эффективных (технически и экономически) режимов функциониро-
вания, анализа и обеспечения надежности функционирования системы и многих дру-
гих задач. В фундаментальных работах [1–3] приведены методические положения для
решения многих из перечисленных проблем применительно к современным ТСС лю-
бой структуры и масштаба.

В данном исследовании выделяются два научно-методических направления в рам-
ках оптимального управления ТСС: 1) определение экономически эффективных ре-
жимов функционирования системы и 2) анализ надежности системы в этих режимах.
Постановка и решение этих задач рассматривается при условии объединения функ-
ций генерации, транспортировки и сбыта тепловой энергии в рамках так называемой
“единой теплоснабжающей организации” (ЕТО) [4, 5]. Такая форма организации
ТСС обеспечивает минимизацию экономических и технических рисков, стабилизиру-
ет системную надежность за счет комплексного контроля над источниками тепловой
энергии (ИТ) и тепловыми сетями (ТС), обеспечивая согласование режимов их функ-
ционирования и планирования технического обслуживания. В рамках ЕТО финансовая
рентабельность функционирования системы достигается путем минимизации стоимости
производства и распределения тепловой энергии для покрытия спроса потребителей.
Критерием экономической эффективности при этом выступает узловая цена – стоимость
тепловой энергии в конкретной точке системы с учетом конфигурации сети и ограни-
чений, возникающих при генерации и передаче тепловой энергии.

Известны несколько подходов к определению узловых цен в различных сферах
приложения [6–8]. Так, для определения узловых цен в электроэнергетических систе-
мах получил распространение метод множителей Лагранжа [9–14], который приме-
няется как инструмент определения узловых цен, обеспечивающих выполнение и
устойчивость оптимального режима функционирования исследуемых систем. С уче-
том положительного опыта применения в электроэнергетике данный метод предлага-
ется использовать и для оценки узловых цен на тепловую энергию при определении
экономически эффективных режимов функционирования ТСС. Эффективность в
данном случае определяется эксплуатационными затратами с учетом технологической
специфики, свойств и ограничений системы. При этом важно, чтобы каждый из этих
режимов соответствовал не только требованиям технико-экономической эффектив-
ности, но и надежности теплоснабжения потребителей. Для учета этого фактора ре-
шается вторая задача исследования – оценка (анализ) надежности функционирова-
ния ТСС, которая осуществляется на основе узлового подхода, предложенного в [15] и
получившего развитие в работах [16–22]. В рамках решаемой проблемы в качестве уз-
ловых показателей надежности используются недоотпуски тепловой энергии потреби-
телям в аварийных состояниях системы и соответствующие им экономические экви-
валенты или ущербы [23]. Обоснование выбранной системы критериев приводится в
методической части. Оценка вероятностей реализации аварийных состояний, связан-
ных с отказами элементов системы, осуществляется с помощью моделей марковского
случайного процесса, широко и эффективно применяемого при исследовании надеж-
ности различных технических систем, в том числе энергетических [15, 17–20, 24–27].
Общей методической основой в решении сформулированных выше задач являются
модели теории гидравлических цепей (ТГЦ), используемые для описания потокорас-
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пределения в системе в различных режимах функционирования, в том числе аварий-
ных. Основы ТГЦ и ее приложения изложены в [1, 28, 29].

Таким образом, основная цель исследования состоит в определении оптимального
режима функционирования ТСС при минимизации эксплуатационных затрат на про-
изводство и распределение тепловой энергии с учетом ожидаемых экономических по-
терь от возможных недоотпусков тепловой энергии при отказах элементов системы.
Для получения соответствующих такому режиму параметров предложен методиче-
ский подход, заключающийся в совместном расчете узловых цен на тепловую энергию
и показателей надежности в исследуемой системе при реализации различных аварий-
ных состояний, связанных с отказами элементов системы. Проведен вычислительный
эксперимент на основе тестовой схемы ТСС с применением предложенного методи-
ческого и вычислительного аппарата. Полученные результаты проанализированы,
представлены их графические интерпретации, сформулированы направления даль-
нейших исследований.

2. МЕТОДЫ И МОДЕЛИ

2.1. Определение узловых показателей стоимости 
для расчетного безаварийного режима

Исходная задача формулируется как поиск оптимальных режимов функционирова-
ния ТСС по экономическому критерию, которому соответствуют минимальные затраты
на производство и транспортировку тепловой энергии, определяемые в единицу вре-
мени. Целевая функция такой задачи может быть записана следующим образом:

(1)

где  – номер узла ТСС;  – подмножество узлов-источников, функционирующих в
исследуемой системе (  – полное множество узлов, состоящее из источников и по-
требителей);  – затраты на производство тепловой энергии на -м ИТ, руб./ч;

– производительность -го ИТ (в случае, если ), ГДж/ч;  – затраты на
транспортировку тепловой энергии или эксплуатационные затраты ТС, руб./ч.

Имеющийся опыт обработки фактических технико-экономических показателей
функционирования ИТ различного типа показал, что в качестве аналитической функ-
ции эксплуатационных затрат с высокой точностью могут быть использованы аппрок-
симации этих данных в виде полинома второго порядка [30, 31]:

(2)

где  [руб. ч/(ГДж)2],  (руб./ГДж),  (руб./ч) – коэффициенты аппроксимации
функции затрат -го ИТ. Полученная таким образом функция затрат является выпук-
лой, монотонно возрастающей и принимающей положительные значения при .

Эксплуатационные затраты ТС связаны, главным образом, с расходом электро-
энергии на перекачку теплоносителя и определяются по следующей зависимости [1]:

(3)

где  – номер участка сети;  – множество участков сети;  – затраты для участка ,
руб./ч;  – цена электроэнергии, руб./кВтч;  – расход теплоносителя на i-м участке
сети, т/ч;  – величина потерь давления на i-м участке сети, м в.ст.;  – коэффици-
ент полезного действия насосной установки, %.
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Величины  и  определяются из решения системы уравнений, описывающей оп-
тимальное потокораспределение в ТС [1, 28]:

(4)

(5)

где  – матрица инциденций линейно независимых узлов и участков сети;
 – вектор расходов теплоносителя на участках сети, т/ч;  –

вектор расходов теплоносителя в узлах сети, т/ч;  – вектор потерь напоров
на участках, м в.ст.;  – диагональная матрица гидравлических сопро-
тивлений, мч2/т2;  – диагональная матрица модулей расходов теп-
лоносителя, т/ч.

При использовании выражений (2), (3) и (5) в целевой функции (1), с учетом пере-
хода уравнений (4) к потокам тепловой энергии, получим следующую формализацию
задачи оптимизации режимов в ТСС:

(6)

(7)

где  – вектор расходов тепловой энергии в узлах сети, ГДж/ч;  –
коэффициент перехода от массового потока теплоносителя к потокам тепловой энер-
гии, где  – теплоемкость теплоносителя, ГДж/(т°С);  – температурный напор в
сети (разность температур теплоносителя в подающем и обратном трубопроводе), °С.

Для решения задачи (6)–(7) предлагается использовать метод множителей Лагран-
жа, широко применяемый для решения оптимизационных задач в различных сферах
приложения. Например, в работах [11, 12] на основе данного метода производится оп-
тимизация установившихся режимов в электроэнергетических системах при заданной
зависимости узловых цен на энергию от ценовых заявок и технических параметров
системы. В настоящем исследовании используется аналогичный подход к расчету уз-
ловых (маржинальных) цен на тепловую энергию, основанный на оптимизации режи-
мов ТСС по условиям оптимальности функции Лагранжа. Поскольку ограничения (7)
линейны, то задача (6)–(7) является регулярной, а соответствующая функция Лагран-
жа имеет вид:

(8)

где  – вектор множителей Лагранжа, элементы которого интерпретиру-
ются как узловые цены на тепловую энергию, руб./ГДж. Обоснование этого утвержде-
ния и предлагаемого метода применительно к ТСС рассматривается в [32]. Согласно
этому методу, вектор множителей Лагранжа (8) соответствует ограничениям оптимизаци-
онной задачи (6)–(7), а условия оптимальности ее решения соответствуют стационарно-
сти по каждой группе переменных ,  и  и записываются следующим образом:

(9)

(10)
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Чтобы определить переменные суммарных затрат на производство и транспорти-
ровку тепловой энергии, необходимо решить систему уравнений (9)–(11). При реше-
нии системы уравнений определяются и двойственные переменные к соответствую-
щим ограничениям. В результате определяются элементы вектора неопределенных
множителей Лагранжа, являющиеся равновесными ценами на тепловую энергию для
всех узлов системы, в том числе потребителей.

2.2. Определение узловых показателей стоимости и надежности 
для аварийного режима

Под аварийным (или послеаварийным) понимается такой режим, при котором ТСС
функционирует при условии отказа некоторого ее элемента или одновременно не-
скольких элементов. В случае отказов элементов ИТ изменяются их производительно-
сти, что приводит к недоотпуску тепловой энергии в сеть. При отказах участков ТС
снижается их пропускная способность или происходит полное их отключение – в ито-
ге изменяется потокораспределение в системе. И то и другое приводит к снижению
уровней подачи и в итоге недоотпуску тепловой энергии потребителям (обычно, неко-
торой группе потребителей). Для экономической интерпретации недоотпуска исполь-
зуется его эквивалент, который обычно называют экономическим ущербом [23] и опре-
деляют как количественную оценку последствий отказа в денежном выражении. От-
метим, что последствия от недоотпуска тепловой энергии не могут быть полностью
формализованы и выражены в виде финансовых потерь от ее реализации, с чем связа-
на некоторая критика показателя экономического ущерба (далее – ущерба) среди спе-
циалистов по вопросам надежности теплоснабжения [15]. Тем не менее его величина
имеет вполне достоверную корреляцию с потенциальными последствиями соответ-
ствующего отказа, включая не формализуемые, а вопрос с определением “реального”
ущерба может быть частично решен введением коэффициентов, учитывающих кате-
гории потребителей по требованиям к надежности теплоснабжения, установленным в
нормативах [33].

Обозначим через  суммарный ущерб от недоотпуска тепловой энергии потреби-
телям системы в ее некотором аварийном состоянии  (далее – состоянии), руб./ч,
который можно выразить следующим образом:

(12)

где  – подмножество узлов-потребителей;  – ущерб для некоторого потребителя
 в состоянии , руб./ч;  – цена тепловой энергии в -м узле в состоянии ,

руб./ГДж;  (для ) – подача тепловой энергии потребителю  в состоянии ,
ГДж/ч. Разница  представляет собой уровень подачи тепловой энергии потре-
бителю, соответствующее моделируемому состоянию ; также применяется интерпре-
тация данного показателя в относительном выражении –  [15]. Определение ин-
тегрального или суммарного ожидаемого ущерба для потребителей с учетом возмож-
ности реализации каждого из рассматриваемых аварийных состояний требует
привлечения вероятностных параметров этих состояний – этот вопрос подробно рас-
сматривается в п. 2.3.

Итак, задача (6)–(7) для состояния n, характеризуемого узловыми показателями не-
доотпуска и соответствующего ущерба, с использованием выражения (12) может быть
формализована следующим образом:

(13)
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(14)

где  – эксплуатационные затраты с учетом ущерба от недоотпуска в некотором ава-
рийном состоянии n системы, руб./ч;  (для ) – производительность j-го источ-
ника в состоянии n, ГДж/ч;  – вектор расходов теплоносителя на
участках сети в состоянии n, т/ч;  – вектор расходов тепловой энергии
в узлах сети в состоянии n, ГДж/ч. Для решения задачи (13)–(14) применяется методи-
ческий подход, аналогичный описанному в разделе 2.1. В результате определяются уз-
ловые показатели стоимости (цены) и надежности (уровни подачи тепловой энергии
потребителям, соответствующие недоотпуски и ущербы) для некоторого аварийного
режима, соответствующего состоянию n. Далее рассмотрим некоторые факторы, от-
носящиеся к оценке надежности, а также методические положения, позволяющие их
учитывать в рамках решаемой проблемы.

Величины  и  в различных состояниях системы определяются путем модели-
рования потокораспределения, устанавливающегося при отключении отказавшего
элемента системы: в пределах ТС рассматриваются, главным образом, отказы участ-
ков сети, для ИТ – отказы оборудования или технологических агрегированных узлов,
в зависимости от детализации схемы. В общем случае каждому состоянию n соответ-
ствует отказ некоторого элемента или группы элементов системы. В расчетах обычно
ограничиваются рассмотрением состояний одновременного отказа не более одного
элемента, что вполне соответствует условиям функционирования реальных ТСС [15].

Снижение подачи тепловой энергии потребителю, в зависимости от своего уровня
и длительности, вплоть полного прекращения, может привести к недоотпуску тепло-
вой энергии, который определяется по критерию снижения температуры внутреннего
воздуха ниже некоторого минимально допустимого уровня , °С [33]. При модели-
ровании нарушений теплоснабжения потребителей в ТСС одним из важных факторов
является наличие теплоаккумулирующего эффекта или тепловой инерции, который
интерпретируется как пассивный временной резерв потребителя [15]. Для оценки сум-
марного по потребителям ущерба с учетом временного резерва запишем следующую
формулу:

(15)

где  – величина временного резерва для потребителя j, ч, т.е. время, в течение ко-
торого при нарушении теплоснабжения температура внутреннего воздуха снижается
до уровня ;  – время восстановления расчетного теплоснабжения в некотором
аварийном состоянии , ч.

Для большинства практических расчетов с приемлемой точностью допустимо при-
нимать временной резерв одинаковым (усредненным) для всех потребителей – , ч.
В таком случае выражение (15) можно представить следующим образом:

(16)

Количественная оценка временного резерва потребителей (  или ), связанного с
тепловой инерцией, осуществляется на основе аналитических зависимостей, описы-
вающих теплофизический процесс остывания с использованием коэффициента теп-
ловой аккумуляции, определяемого на основе геометрических и теплопроводных ха-
рактеристик зданий. Эти вопросы подробно рассмотрены в работах [15] и [34].
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2.3. Определение узловых показателей стоимости и надежности за период времени
В предыдущих разделах рассматривались экономические и надежностные показа-

тели, определяемые для некоторого расчетного интервала времени, а именно за час
соответственно тепловой нагрузке. Предложенные зависимости позволяют опреде-
лить их значения для любого потребителя и состояния системы, соответствующего от-
казу некоторого элемента. В то же время для практических расчетов важно распола-
гать интегральными значениями этих показателей, определяемых за некоторый рас-
четный период времени (для ТСС обычно отопительный сезон).

Так, интегральные эксплуатационные затраты за расчетный период времени с уче-
том ущерба для некоторого состояния  можно определить следующим образом:

(17)

где  – затраты, соответствующие расчетному интервалу времени , руб./ч;  –
множество расчетных интервалов, формирующих расчетный период;  – интеграль-
ное (суммарное) значение ожидаемого ущерба, соответствующее состоянию , руб.

Аддитивность величин  по интервалам обусловлена непрерывностью процесса
теплоснабжения потребителей, когда объем потребления за расчетный период (соот-
ветственно, эксплуатационных затрат) соответствует сумме потреблений, определен-
ных согласно графику нагрузок для рассматриваемых интервалов времени в рамках
этого периода, что справедливо для любого моделируемого состояния системы.

Показатель  как показатель надежности не может быть определен прямым сложе-
нием по временным интервалам, поскольку имеет вероятностную компоненту, свя-
занную с отказами элементов. Получение ожидаемого суммарного ущерба в некото-
ром состоянии системы имеет вероятность, соответствующую вероятности реализа-
ции этого состояния, или, в частном случае, вероятности отказа элемента. С учетом
этого положения предлагается следующее выражение для определения величины :

(18)

где  – вероятность состояния ;  – длительность расчетного периода, ч.
Величина интегрального ущерба для некоторого потребителя может быть определе-

на по следующей формуле, учитывающей вероятности реализации всех моделируемых
состояний:

(19)

Суммарный ущерб по системе (по всем состояниям и потребителям) может быть
определен по следующей формуле:

(20)

Если из выражений (18)–(20) исключить показатели стоимости , то получим ана-
логичные выражения для вычисления интегральных величин недоотпусков тепловой
энергии за расчетный период, соответственно, для некоторого состояния, потребите-
ля и суммарного по системе.

Вероятности состояний  определяются на основе модели марковского случайного
процесса, описывающего эволюцию событий в системе. Обоснования применения
данной модели для решения задач надежности теплоснабжения рассматриваются в
[15–19]. Существуют различные формализации и виды марковских моделей. Исполь-
зуем для определения величин  следующую систему уравнений, описывающих ста-
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ционарный марковский случайный процесс для условий простейшего потока событий
[15, 35]:

(21)

где  – номер элемента системы (в частном случае, участков ТС – см. п. 2.1);  – но-
мер некоторого состояния системы, вводится вместе с индексом  в рамках модели
случайного процесса;  – вероятность состояния ;  и  – интенсивности отказов
и восстановления элемента  соответственно, 1/ч;  – подмножество элементов си-
стемы, отказ или восстановление которых соответствует переходу из состояния  в со-
стояние ;  – подмножество элементов, отказ или восстановление которых соот-
ветствует переходу из состояния  в состояние ;  – подмножество состояний, из
которых возможен прямой переход в состояние .

Ранее, в п. 2.1, введенные индексы  и множество  соответствуют участкам сети и
их множеству. В общем случае в рамках модели (21) могут рассматриваться не только
элементы ТС (участки трубопроводов), но и элементы ИТ, функционирующих в со-
ставе исследуемой ТСС. В таком случае множество элементов  и множество рассмат-
риваемых состояний системы  дополняются соответствующими компонентами, при
этом отказы дополнительных элементов должны быть учтены на уровне физического
моделирования последствий реализации аварийных состояний. Вместе с тем при ана-
лизе надежности большинства действующих ТСС вполне приемлемо ограничиваться
моделированием элементов ТС, которые являются наиболее ненадежными как с точ-
ки зрения интенсивностей их отказов, значения которых в разы превышают соответ-
ствующие параметры элементов ИТ [15], что особенно проявляется на фоне высокой
доли износа трубопроводов [36], так и последствий этих отказов, зачастую приводя-
щих к длительным нарушениям теплоснабжения с большими потерями тепловой
энергии [15, 36].

Уравнение (21) представлено в общей формулировке при условии, что количество
аварийных состояний может не соответствовать количеству единичных отказов. Ина-
че говоря, такое условие допускает сложные состояния, соответствующие одновре-
менному отказу нескольких элементов, при этом множество состояний  поглощает
как число элементов, так и группу сложных состояний. Если множество состояний
ограничивается единичными отказами, то каждая вероятность  соответствует веро-
ятности отказа некоторого элемента – , и модель (21) значительно упрощается [36]:

(22)

(23)

где  – вероятность полностью работоспособного состояния системы.

Допущение о возможности состояний только с одним отказавшим элементом впол-
не достоверно соответствует условиям функционирования исследуемых систем, что
подтверждается статистическими данными по их аварийности [15]. Однако при ана-
лизе надежности ТСС с большим количеством источников, функционирующих на
единые сети, а также услужением структуры действующих систем вследствие появле-
ния новых объектов, например, при их переходе к централизованно-распределенным
системам с активными потребителями [22], вероятность сложных состояний повыша-
ется и этот фактор необходимо учитывать при моделировании случайного процесса.
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3. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

Рассматривается тестовая схема ТСС, представленная на рис. 1а. Схема состоит из
12-ти узлов, из которых два являются источниками (ИТ1 и ИТ2), 8 узлов – потребите-
лями (узлы 2–5, 7–10). Расчетная нагрузка потребителей составляет 583 ГДж/ч, мощ-
ность ИТ1 – 302 ГДж/ч, ИТ2 – 282 ГДж/ч. Суммарная протяженность сетевой части
системы равна 4800 м. Для всех участков ТС заданы необходимые для расчетов пара-
метры: диаметры, длины, гидравлические сопротивления, параметры надежности
(интенсивности отказов и восстановлений.

На рис. 1б представлены результаты решения задачи (6)–(7) для расчетного безава-
рийного режима функционирования исследуемой ТСС. На схеме представлены рас-
пределения потоков тепловой энергии и узловых цен с учетом оптимального потоко-
распределения в сети. Диапазон цен для потребителей соответствует значениям от
231 руб./ГДж (потребитель 2) до 333 руб./ГДж (потребитель 4). Также получены значе-
ния цен для каждого участка сети в соответствии со значениями затрат на перекачку
теплоносителя (на рисунке не показаны). Суммарные эксплуатационные затраты для
расчетного режима составляют 379.8 тыс. руб./ч: из них 38.5% соответствует производ-
ству тепловой энергии на ИТ1, 37.5% – на ИТ2 и 24% – транспортировке теплоноси-
теля по сети. Решения получены в вычислительной среде GAMS, в которой написана
соответствующая математическая модель исследуемой системы, позволяющая прово-
дить расчеты для различных исходных условий и ограничений.

Проведены многовариантные расчеты аварийных режимов для исследуемой систе-
мы, соответствующих состояниям отказов ее элементов – участков ТС. Для каждого
из моделируемых состояний определены узловые цены на тепловую энергию и эконо-
мические ущербы от возможного недоотпуска тепловой энергии потребителям.

В каждом режиме при отказе некоторого участка сети, устанавливается соответ-
ствующее потокораспределение, определяющее подачу тепловой энергии потребите-
лям. На рис. 2, для примера, приведен результат оценки авариного режима, соответству-
ющего отказу участка сети № 2 (см. рис. 1а). На схеме показаны изменения искомых тех-
нических (а) и экономических (б) показателей для потребителей с нарушением
теплоснабжения в заданном аварийном режиме.

Рис. 1. Тестовая схема ТСС: (а) основные параметры системы: d – диаметр участка ТС (м), l – протяжен-
ность участка ТС (м); (б) – распределение тепловой энергии и узловых цен в расчетном безаварийном ре-
жиме функционирования исследуемой ТСС.
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Рис. 2. Результаты моделирования одного из аварийных режимов, соответствующего отказу участка сети
№ 2 (см. рис. 1а): (а) уровни теплоснабжения потребителей и недоотпуск тепловой энергии; (б) распределе-
ние узловых цен и экономического ущерба.
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Рис. 3. Уровни подачи (а) и объемы потребления (б) тепловой энергии в исследуемой ТСС в расчетном (по-
зиция “0”) и аварийных режимах функционирования, соответствующих состоянием отказов элементов си-
стемы.
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На рис. 3 в обобщенном виде показаны полученные технические (физические) по-
казатели для расчетного (позиция “0”) и аварийных режимах функционирования, со-
ответствующих отказам элементов системы: на диаграмме (а) приведены уровни пода-
чи тепловой энергии потребителям, а на диаграмме (б) – объемы потребления тепловой
энергии в исследуемой системе за расчетный период. На рис. 4 в обобщенном виде пока-
заны полученные экономические ущербы для расчетного (позиция “0”) и аварийных ре-
жимах функционирования, соответствующих отказам элементов системы: на диаграмме
(а) показаны значения интервального ущерба за час, на диаграмме (б) – значения ожида-
емого интегрального ущерба за расчетный период. Из представленных графиков вид-
но, что снижение уровня теплоснабжения, как и соответствующие ущербы, распреде-
лены неравномерно как по отказам элементов, так и по потребителям системы.

Значения суммарных эксплуатационных затрат, определенных по каждому аварий-
ному режиму, показаны на рис. 5. Гистограмма представляет собой значения часовых
значений, а график – величин, определенных за год. Например, суммарные эксплуа-
тационные затраты для рассматриваемого на рис. 2 аварийного режима (отказ участка
№ 2), составляют 404 тыс. руб./ч, что на 6.4% больше значения, полученного для рас-
четного безаварийного режима. При этом величина суммарных годовых затрат для со-
ставляет 503.6 млн руб./год против 493.7 млн руб./год в расчетном режиме, т.е. при-
рост составляет около 2% (см. рис. 5).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Оптимальное функционирование и развитие ТСС предполагает решение широкого
круга технических и экономических задач. Современные условия функционирования
рынка тепловой энергии требуют выбора режима функционирования ТСС с мини-
мальными эксплуатационными затратами, который определяется некоторым опти-
мальным распределением потоков и узловых цен тепловой энергии. С другой сторо-
ны, имеются требования к надежности теплоснабжения потребителей, которые могут
ограничивать диапазон возможных режимов в системе, в том числе и наиболее рацио-
нальных с точки зрения экономических показателей. Описанный конфликт надежно-
сти и экономичности является распространенным свойством многих технических си-
стем. Для разрешения данного конфликта в ТСС обычно применяется традиционный
подход, когда условия по обеспечению надежности теплоснабжения используются в
качестве ограничений при выборе структуры и параметров системы. В настоящем ис-
следовании предложен другой подход, суть которого состоит в совместном моделиро-

Рис. 5. Изменение эксплуатационных затрат в различных аварийных состояниях исследуемой схемы ТСС.
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вании экономических и надежностных показателей при реализации различных ава-
рийных режимов функционирования системы. Сформулированы соответствующие
математические постановки определения оптимального режима функционирования
ТСС как для расчетного, так и аварийного режимов. В качестве целевой функции ис-
пользуются суммарные эксплуатационные затраты (на производство и распределение
тепловой энергии), в том числе с учетом возможного экономического ущерба от недо-
отпуска тепловой энергии в аварийных режимах. Решение сформулированных мате-
матических задач основано на применении метода множителей Лагранжа, базовых
моделей теории гидравлических цепей и моделей марковского случайного процесса. В
результате для каждого моделируемого режима определяются оптимальное потоко-
распределение, суммарные эксплуатационные затраты, соответствующие им узловые
цены на тепловую энергию, уровни подачи тепловой энергии потребителям, недоот-
пуски тепловой энергии и соответствующие им величины экономического ущерба.
Таким образом, по аналогии с узловыми ценами, для каждого узла определяются со-
ответствующие показатели надежности, позволяющие идентифицировать наиболее
“узкие” места в системе, соответствующие максимальным экономическим потерям от
нарушения теплоснабжения потребителей. Это позволяет корректировать экономиче-
скую эффективность режима по условиям надежности, учитывая соответствующие
нарушения теплоснабжения и их технические и экономические последствия. Получа-
емые решения могут быть полезными как при проектировании ТСС, так и обоснова-
нии их развития с учетом фактора надежности, а также при разработке оптимального
резервирования исследуемых систем, в том числе с учетом различных организацион-
ных форм рынка тепловой энергии. Развитие методов и моделей для решения этих и
других сопряженных задач, а также их апробация на схемах действующих ТСС, со-
ставляют предмет дальнейших работ в рамках данной тематики.

Проведен вычислительный эксперимент на основе тестовой схемы ТСС с примене-
нием предложенного методического и вычислительного аппарата. Полученные ре-
зультаты проанализированы, представлены их графические интерпретации.

Работа выполнена в рамках проекта государственного задания (№ FWEU-2021-0002)
программы фундаментальных исследований РФ на 2021–2030 гг.
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The main purpose of the study is to determine the optimal condition of the district heating
system functioning while minimizing the operating costs for the production and distribution
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of thermal energy, accounting the expected economic damages from possible heating under-
supplies in case of failures of system components. To identification the parameters corre-
sponding to these conditions, a methodological approach is proposed, which consists in the
comprehensive calculation of nodal prices for thermal energy and reliability indices for the
studied system when different component failures. The determination of nodal prices for
thermal energy is based on the Lagrange multiplier method, while the calculation is carried
out accounting the different cost of production at heating sources and the distribution of
thermal energy f lows on the heating network. Within the framework of the studied method-
ological problem, heating undersupplies to consumers in emergency conditions of the sys-
tem and the corresponding economic equivalents (damages) are used as reliability indices.
Assessment of probabilities of emergency conditions (states) is carried out using models of
the markov random process. The general methodological basis for modeling thermal-hy-
draulic conditions in the system, including emergency ones, are the models of the theory of
hydraulic circuits. The developed methods and models, along with the main formulated
problem of optimal managing, allow identifying “bottlenecks” in the studied system, corre-
sponding to the maximum economic damages from heating undersupplies to consumers
based on obtained reliability indices. A computational experiment was carried out using the
proposed methodology. The results are analyzed, their graphical interpretations are present-
ed, and directions for further research are formulated.

Keywords: district heating system, nodal price for thermal energy, operating cost, reliability of
heating to consumers, heating undersupply, economic damage, Lagrange multiplier method,
theory of hydraulic circuits, markov random process
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В работе представлена двухэтапная методика создания математических моделей теп-
лофикационных ядерных энергоблоков, предназначенных для проведения оптими-
зационных исследований автономных электроэнергетических систем. Первый этап
включает разработку подробной модели ядерного энергоблока, обеспечивающей
удовлетворительную точность описания протекающих в нем процессов и проведе-
ние оптимизационных расчетов для достаточно большого количества режимов рабо-
ты. На втором этапе по результатам оптимизационных расчетов первого этапа стро-
ятся энергетические характеристики и зависимости, определяющие границы обла-
сти допустимых решений в виде полиномов, и на их основе создается упрощенная
математическая модель ядерного энергоблока, применимая для оптимизационных
исследований автономных электроэнергетических систем. Для решения задачи по-
иска полинома предлагается двухшаговый подход. На первом шаге подбираются та-
кие коэффициенты полинома, при которых достигается минимум максимального
значения модуля разности функции, определенной с использованием полинома, и
функции, определенной с использованием подробной модели энергоблока. На
втором шаге модули отклонений ограничиваются значением, найденным на пер-
вом шаге, и минимизируется сумма модулей отклонений во всех точках. Разрабо-
танная авторами методика продемонстрирована на примере теплофикационного
атомного энергоблока, предполагаемого к эксплуатации в климатических условиях
Крайнего Севера.

Ключевые слова: теплофикационные ядерные энергоблоки, атомные электрические
станции, паротурбинные установки АЭС, математические модели, энергетические
характеристики, полиномы
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В Северных и Северо-Восточных регионах Российской Федерации (РФ) имеется
несколько достаточно крупных автономных электроэнергетических систем (ЭЭС), та-
ких как ЭЭС Чукотского автономного округа, ЭЭС Камчатского края, ЭЭС Магадан-
ской и Сахалинской областей, Норильско-Таймырская ЭЭС и др. Кроме того имеют-
ся ЭЭС с достаточно слабыми связями с объединенными энергетическими системами
(ОЭС), в которые они входят. Например, ЭЭС Якутии, имеющая связь с ОЭС Востока
по двум воздушным линиям электропередачи (ВЛ) 220 кВ пропускной способностью
до 200 МВт. При оптимизации режимов работы данных энергосистем их внешние

УДК 621.039.4



18 КЛЕР и др.

электрические связи могут быть зафиксированными, поскольку они малы, либо рав-
ны нулю. Для указанных электроэнергетических систем (которые в дальнейшем будем
называть автономными) характерным является отпуск потребителям как электриче-
ской, так и тепловой энергии. Причем во многих случаях доставка органического топ-
лива на такие теплоэлектроцентрали (ТЭЦ) осуществляется по достаточно сложным
маршрутам, что обуславливает высокую цену данного топлива. В связи с этим для та-
ких энергосистем перспективным является строительство атомных электрических
станций (АЭС) с теплофикационными ядерными энергоблоками [1–6]. Такие стан-
ции позволяют повысить как экономическую эффективность, так и энергетическую
безопасность соответствующих ЭЭС.

При исследовании автономных ЭЭС нужно проводить расчеты значительного чис-
ла режимов их работы. При этом необходимо решать задачу распределения электриче-
ских и тепловых нагрузок между оборудованием системы с учетом всех технических
ограничений и топливных издержек. Особую сложность при проведении таких расче-
тов представляют энергосистемы с гидроэлектростанциями (ГЭС), имеющими водо-
хранилища большой емкости, которые используются в качестве накопителей энергии.
Решение этих задач может быть осуществлено на основе математического моделирования
энергообъектов и согласованной оптимизации характерных режимов их работы.

При проведении оптимизационных исследований автономных ЭЭС возникает не-
обходимость в определении топливных издержек энергоустановок в зависимости от
электрических и тепловых нагрузок, а также ограничений на режимные параметры.
При этом невозможно обойтись без математических моделей генерирующего обору-
дования, в частности, предполагаемых к эксплуатации теплофикационных ядерных
энергоблоков. Такой энергоблок является достаточно сложным техническим объек-
том, состоящим из большого числа элементов оборудования, и его подробная матема-
тическая модель непосредственно не может использоваться для решения оптимизаци-
онной задачи распределения нагрузок в энергосистеме. В связи с этим возникает не-
обходимость создания, с одной стороны, математической модели теплофикационного
ядерного энергоблока, достаточно точно описывающей физические процессы, проте-
кающие в его элементах, а с другой стороны, пригодной для проведения оптимизаци-
онных исследований энергосистемы в целом.

В данной работе предлагается методика создания таких моделей в два этапа. На
первом этапе разрабатывается подробная математическая модель теплофикационного
ядерного энергоблока, обеспечивающая удовлетворительную точность описания про-
текающих в нем процессов, и выполняются оптимизационные расчеты для достаточ-
но большого количества режимов работы. На втором этапе по результатам оптимиза-
ционных расчетов первого этапа строятся энергетические характеристики и зависи-
мости, определяющие границы области допустимых решений в виде полиномов, и на
их основе создается упрощенная математическая модель ядерного энергоблока, при-
менимая для оптимизационных исследований автономных ЭЭС.

Первый этап методики создания математических моделей теплофикационных ядер-
ных энергоблоков. На основе технологических схем элементов теплофикационного
ядерного энергоблока и технической документации разрабатывается его подробная
математическая модель. Выполняются оптимизационные исследования по критерию
максимума отпуска полезной электрической энергии при заданной тепловой нагрузке
потребителей и тепловой мощности реактора с учетом физико-технических ограниче-
ний на параметры установки. Решение этой задачи позволяет оценить эффективность
режимов работы и получить достаточный набор параметров для дальнейшего построе-
ния энергетических характеристик. Математическая постановка данной задачи имеет
следующий вид

(1)( )Полез Теп
Кон Повmax , , , , , ,Р НВN x y Q Q P t
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при ограничениях

(2)

(3)

(4)

где x – вектор независимых оптимизируемых параметров (расходы пара в конденсатор
турбины, пара из регулируемых отборов турбины, давление пара перед регулирующи-
ми диафрагмами и др.); y – вектор зависимых вычисляемых параметров (расходы
острого пара, пара из нерегулируемых отборов турбины, электрическую мощность

турбины, давление в регулируемых отборах турбины и т.д.);  – полезная элек-

трическая мощность энергоблока;  – расчетная тепловая нагрузка потребителя,

определенная при конструкторском расчете;  – тепловая нагрузка потребителя,

задаваемая в характерных режимах работы энергоблока;  – тепловая мощность

реактора;  – температура наружного воздуха, задаваемая в характерных режимах
работы энергоблока; Н – вектор ограничений-равенств (включает уравнения, описы-
вающие: технологические связи между элементами схемы, материальные и энергети-
ческие балансы, теплообмен и др., служит для определения вектора y); G – вектор
ограничений-неравенств (включает ограничения на такие зависимые параметры, как
расход острого пара, электрическую мощность турбины и т.д.); xmin, xmax – векторы
граничных значений оптимизируемых параметров.

При выполнении серии оптимизационных расчетов режимов работы теплофикаци-
онного ядерного энергоблока на первом этапе должны меняться такие параметры как:

тепловая нагрузка потребителя  и тепловая мощность реактора .
Второй этап методики создания математических моделей теплофикационных ядер-

ных энергоблоков. На втором этапе по результатам оптимизационных расчетов, полу-
ченных с помощью подробной математической модели ядерного энергоблока, строят-
ся энергетические характеристики в виде полиномов. Следует отметить, что в основ-
ном для решения подобных задач применяют метод наименьших квадратов, который
позволяет контролировать только среднее отклонение между расчетами (в данном
случае между расчетами, выполненными с помощью подробной математической мо-
дели и расчетами по полиномам) максимальное отклонение этим методом не контро-
лируется [7–10].

В настоящей работе для аппроксимации достаточно простыми зависимостями
сложных нелинейных зависимостей, описываемых подробными математическими
моделями, используется методический подход, позволяющий отслеживать как сред-
нее отклонение, так и максимальное. Имеется функция от N параметров вида

(5)

Для определения значения f при заданных значениях  используется по-
дробная математическая модель. Задаются диапазоны изменения каждого параметра

, где  – верхняя граница диапазона изменения ,  – нижняя грани-

ца диапазона изменения . В диапазоне  задается  точек (как правило,

равномерно расположенных в диапазоне). Причем точка , а точка .

В этом случае расстояние (шаг) между точками будет равен .

( ) =Р Теп НВ
Кон Пов, , , , , 0,H x y Q Q P t

( ) ≥Р Теп НВ
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Координаты j-ой точки определяются из выражения

(6)

В этом случае общее количество точек, для всех возможных сочетаний параметров

,  составит

(7)

Для каждого возможного сочетания параметров проводится расчет по подробной
математической модели. В результате для  определяются значения функ-

ции , найденные при известных значениях параметров . Исходную зависи-
мость (5) будем представлять более простой зависимостью – полиномом S-ой степени
от N переменных. Полиномом S-ой степени от N переменных представляет из себя
сумму L слагаемых следующего вида

(8)

где  – коэффициент полинома при l-ом слагаемом;  – показатель степени i-ого
параметра в l-ом слагаемом (показатели могут принимать значения 0, 1,…, S); L – об-
щее число слагаемых в полиноме, равное всем возможным наборам показателей сте-
пени N параметров отвечающих условиям:

(9)

Таким образом каждому слагаемому полинома соответствует свой набор целых по-
казателей степеней для N переменных и свой коэффициент полинома. Полином (8)

можно представить как функцию, зависящую от коэффициентов полинома  и пара-

метров  вида . Следует отметить, что  является линей-

ной функцией от коэффициентов (при заданных значениях параметров ) и нели-
нейной функцией от параметров (при заданных значениях коэффициентов полино-
ма). Задача поиска полинома, наилучшим образом приближающего исходную
зависимость, состоит в нахождении его коэффициентов. В настоящей работе исполь-
зуется следующий двухшаговый подход.

На первом шаге подбираются такие коэффициенты полинома, при которых дости-
гается минимум максимального значения модуля разности (отклонения) функции
определенной с использованием полинома и функции, определенной с использова-
нием подробной математической модели. При этом максимальное значение модуля
определяется по  точкам. Найденный минимум модуля максимального отклоне-
ния фиксируется. Следует отметить, что при этом часть модулей отклонений прини-
мает максимальное значение, а остальные модули имеют меньшее в общем случае слу-
чайное значение.

На втором шаге модули отклонений ограничиваются значением, найденным на
первом шаге, и минимизируется сумма модулей отклонений во всех  точках. Ко-
эффициенты полинома, обеспечивающие решение задачи второго шага и принима-
ются в качестве коэффициентов, обеспечивающих наилучшее приближение к исход-
ной зависимости. Они гарантируют как минимум максимального по модулю отклоне-
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ния, так и минимум суммы модулей всех отклонений (или минимум среднего по
модулю отклонения) при заданном модуле максимального отклонения.

Указанные задачи оптимизации, решаемые на первом и втором шагах, является за-
дачами линейного программирования.

Задача I-ого шага (задача I)

(10)

при условиях

(11)

(12)

(13)

где  – минимальное и максимальное значение коэффициентов полинома,  –
максимальное значение параметра . Обозначим значение  в точке решения

задачи I через .
Задача II-ого шага (задача II) имеет вид

(14)

при условиях

(15)

(16)

(17)

Обозначим вспомогательные параметры в точке решения задачи II через , а

коэффициенты полинома через . Средний модуль отклонений будет равен

. Оптимальный полином будет иметь вид

(18)

Таким образом, оптимальный полином обеспечивает на множестве из  точек

максимальное по модулю отклонение  и среднее отклонение по модулю .
Если точность приближения оказывается недостаточной, то следует увеличить сте-

пень полинома и решить задачу заново. Если же точность приближения слишком ве-
лика, то степень полинома следует уменьшить и тоже заново решить задачу.

В данной работе продемонстрирована практическая реализация методики создания
математических моделей теплофикационных ядерных энергоблоков электростанций,
предназначенных для проведения оптимизационных исследований автономных ЭЭС
на примере теплофикационного атомного энергоблока с реакторной установкой (РУ)
РИТМ-200 и паротурбинной установкой (ПТУ) мощностью 55 МВт. Согласно [11, 12]
в работе рассматривается возможность эксплуатации данного энергоблока в одном из
регионов Крайнего Севера – Республики Саха (Якутии).
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Описание теплофикационного атомного энергоблока. Исследуемый в работе энерго-
блок включает в себя РУ РИТМ-200 из линейки РИТМ, разрабатываемой в ОКБМ
имени И.И. Африкантова [13] и ПТУ максимальной мощностью 55 МВт. Данные об
энергетической турбоустановке такой мощности, предназначенной для совместной
работы с реактором РИТМ-200, отсутствуют, поэтому в рамках настоящей работы был
выполнен конструкторский расчет данной турбоустановки. При этом за основу техно-
логической схемы была принята схема ПТУ ТК-35/38-3.4 Калужского турбинного завода
(КТЗ) [14], эксплуатируемой ранее в составе плавучего энергоблока с РУ КЛТ-40С. Раз-
рабатываемая ПТУ условно называется ТК-50/55-3.4. На рис. 1 представлена схема
энергоблока. ПТУ ТК-50/55-3.4 имеет теплофикационный отбор для обеспечения
нужд горячего водоснабжения (ГВС) и отопления, а также два нерегулируемых отбора
пара для подогрева питательной воды. Схемы подключения оборудования и распреде-
ления потоков воды и пара у данной ПТУ такие же, как и у ТК-35/38-3.4. В состав
ПТУ ТК-50/55-3.4 входят теплообменные аппараты с площадью теплообменных по-
верхностей нагрева и расходов теплоносителей, необходимых для обеспечения выра-
ботки электрической мощности до 55 МВт и тепловой мощности до 30 Гкал/ч.

Для выполнения поставленных в работе задач созданы математические модели
энергоблока с РУ РИТМ-200 и ПТУ ТК-50/55-3.4 для проведения их расчетов при но-
минальных условиях и расчетов в широком диапазоне изменения электрических и
тепловых мощностей. Модели расчета элементов оборудования ПТУ в номинальном
режиме базируются на конструкторских расчетах и служат для определения геометри-
ческих размеров подогревателей высокого и низкого давления (ПВД, ПНД), подогре-
вателя сетевой воды и конденсатора турбины (площадей теплообменных поверхно-
стей нагрева, диаметров и шагов труб теплообменных поверхностей нагрева), номи-

Рис. 1. Упрощенная технологическая схема ПТУ ТК-50/55-3,4. 1 – реакторная установка; 2 – парогенератор
(4 шт.); 3 – циркуляционные насосы первого контура; 4, 5 – подогреватели высокого давления; 7 – деаэра-
тор; 8 – питательные насосы; 9 – сетевой подогреватель промышленного контура; 10 – насосы промыш-
ленного контура; 11 – подогреватель низкого давления; 6, 12, 13 – конденсатные насосы; 14 – конденса-
тор; 15 – циркуляционные насосы охлаждающей воды; ЧВД – часть высокого давления; ЧНД – часть
низкого давления.
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нальных расходов водяного пара, входных и выходных давлений пара в отсеках
паровой турбины. В основе математической модели для расчетов при частичных на-
грузках лежат поверочные расчеты элементов оборудования установки, выполняемые
при задаваемых конструктивных параметрах c определением параметров воды и водя-
ного пара. Конструкторская и поверочная математические модели ПТУ строятся на
основе моделей: отсеков турбины, регенеративных подогревателей высокого и низко-
го давления, сетевых подогревателей промышленного контура, деаэратора, конденса-
тора, регулирующих диафрагм и насосов. Следует отметить, что конструктивные ха-
рактеристики парогенератора (ПГ) РУ принимаются согласно имеющейся информа-
ции по РУ РИТМ-200. Математическая модель ПГ РУ для расчета при частичных
нагрузках основана на поверочных расчетах теплообменных поверхностей парогене-
ратора, таких как экономайзерный, испарительный и пароперегревательный участки.
Результатом такого расчета является определение температур и энтальпий теплоноси-
теля на входе и выходе, расхода, температуры и давления острого пара на выходе. Со-
здана упрощенная математическая модель РУ, результатом проведения расчетов на
которой является определение расхода ядерного топлива. При выполнении повероч-
ных расчетов расход воды первого контура реактора принимался постоянным, рав-
ным расходу в номинальном режиме. В каждом из поверочных расчетов максимизи-
ровалась полезная электрическая мощность энергоблока при заданной тепловой
мощности реактора, тепловой нагрузке потребителей и решалась задача оптимизации
таких параметров как расход циркуляционной воды через конденсатор турбины, дав-
ление острого пара и пара перед диафрагмой регулируемого отбора и давление пара на
входе в сетевой подогреватель (после дроссельного клапана данного подогревателя).
При оптимизации учитывались ограничения в форме неравенств на неотрицатель-
ность всех концевых температурных напоров теплообменников, неотрицательность
перепадов давлений на всех регулирующих органах (дроссельный клапан острого па-
ра, дроссельные клапана пара, поступающего на деаэратор и сетевой подогреватель,
дроссельное устройство (диафрагма) регулируемого отбора, на непревышение влаж-
ности пара на выходе из последнего отсека предельно допустимого значения. Созда-
ние математических моделей энергоблока и проведение оптимизационных расчетов
осуществлялись с помощью программно-вычислительного комплекса (ПВК) Систе-
мы машинного построения программ (СМПП), созданного сотрудниками отдела
Теплосиловых систем ИСЭМ СО РАН [15]. Для оптимизации использовался разрабо-
танный в ИСЭМ СО РАН метод ступенчатой оптимизации [16–18]. В соответствии с
этим методом процесс решения системы алгебраических и трансцендентных уравне-
ний, описывающий установившийся режим работы энергоблока совмещается с про-
цессом оптимизации. При этом в состав оптимизируемых параметров включаются как
«истинные» оптимизируемые параметры, так и параметры, обеспечивающие решение
системы уравнений, описывающей установку в целом и подсистем уравнений, описы-
вающих ее отдельные элементы. В состав ограничений-неравенств входят «истинные»
неравенства и неравенства, которыми заменяются ограничения-равенства (каждое ра-
венство заменяется двумя неравенствами). В рассматриваемой задаче общее количе-
ство оптимизируемых параметров поверочной математической модели энергоблока
составляет 43, ограничений-неравенств 155. Точное решение указанной системы до-
стигается лишь в точке оптимума, что кардинально ускоряет процесс оптимизации,
повышает его устойчивость и точность приближения к оптимуму.

Результаты расчета режимов работы энергоблока, проводимые с помощью его подроб-
ной математической модели для номинального режима и при частичных нагрузках (пер-
вый этап методики). Расчетные давления острого пара в отборах на ПВД и ПНД в регу-
лируемом теплофикационном отборе и в конденсаторе турбины принимаются равны-
ми соответствующим давлениям в турбоустановке ТК-35/38-3.4. Расход воды в
первом контуре, температура и давление данной воды на выходе из реактора, темпера-
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тура воды первого контура на выходе из парогенератора принимались по характери-
стикам РУ РИТМ-200. Оптимизационный расчет проводился при номинальном ре-
жиме работы энергоблока: расчетной температуре наружного воздуха равной –55°С,
тепловой нагрузке реактора – 175 МВт, тепловой нагрузке потребителей (промышлен-
ный контур) – 30 Гкал/ч. Расчетная температура прямой и обратной сетевой воды
принималась равной 120°С и 70°С соответственно. Схема ГВС закрытая. Температура
циркуляционной воды, поступающей в конденсатор турбины в отопительный период,
задавалась равной 5°С, а в неотопительный период – 10°С. Конструктивные характе-
ристики оборудования ПТУ ТК-50/55-3.4 и технические характеристики энергоблока
в целом, полученные в результате проведения оптимизационного расчета в номиналь-
ном режиме, приведены в табл. 1 и 2.

С помощью математической модели поверочного расчета ядерного энергоблока была
проведена серия оптимизационных расчетов режимов работы энергоблока при расчетных
тепловых нагрузках ГВС и отопления равных 10 Гкал/ч, 20 Гкал/ч и 30 Гкал/ч, при тепло-
вых нагрузках реактора в диапазоне от 175 МВт до 75 МВт с шагом 20 МВт, а так же
при следующих температурах наружного воздуха: –55°С, –50°С, –40°С, –30°С,
‒20°С, –10°С, +1.5°С, +8°С (отопительный период) и средней температуре наружно-
го воздуха в неотопительный период +15°С. В качестве примера в табл. 3 приведены
основные результаты оптимизационных расчетов режимов работы энергоблока при
расчетной тепловой нагрузке ГВС и отопления 30 Гкал/ч.

Математическая модель теплофикационного ядерного энергоблока, предназначенная для
проведения оптимизационных исследований автономной ЭЭС (второй этап методики).
В результате проведения серии оптимизационных расчетов режимов работы энерго-
блока с реактором РИТМ-200 и турбиной ТК-50/55-3.4, выполненных на первом эта-

Таблица 1. Основные конструктивные характеристики оборудования ПТУ ТК-50/55-3.4

Конструктивные характеристики Значения

1-й подогреватель высокого давления:

– наружный/внутренний диаметр труб, мм
– поперечный/продольный шаг труб, мм
– площадь теплообменной поверхности, м2

20/16
32/28

100

2-й подогреватель высокого давления:

– наружный/внутренний диаметр труб, мм
– поперечный/продольный шаг труб, мм
– площадь теплообменной поверхности, м2

20/16
32/28

180

Подогреватель низкого давления:

– наружный/внутренний диаметр труб, мм
– поперечный/продольный шаг труб, мм
– площадь теплообменной поверхности, м2

16/14
26/22

180

Сетевой подогреватель промышленного контура:

– наружный/внутренний диаметр труб, мм
– поперечный/продольный шаг труб, мм
– площадь теплообменной поверхности, м2

16/14
25/22
200

Площадь теплообменной поверхности конденсатора, м2: 2600

Парогенератор РУ:

– наружный/внутренний диаметр труб проточной части, мм
– поперечный/продольный шаг труб проточной части, мм
– наружный диаметр проточной части, мм
– диаметр центрального вытеснителя, мм
– площадь теплообменной поверхности, м2:

23/21
30/28
700
190
86
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Таблица 2. Основные технические характеристики энергоблока, полученные в результате расче-
та при номинальном режиме

Характеристики Значения

Тепловая мощность ПГ, МВт 175
Паропроизводительность ПГ в номинальном режиме, т/ч 270
Параметры первого контура РУ в номинальном режиме:
температура теплоносителя на входе в АЗ, °С
температура теплоносителя на выходе из АЗ, °С
давление теплоносителя, МПа
расход теплоносителя, т/ч

280
325
15.7
2300

Параметры второго контура в номинальном режиме:
температура питательной воды на входе в ПГ, °С
температура водяного пара на выходе из ПГ, °С
давление пара после ПГ, МПа

162
295
3.83

Выработанная электрическая мощность в номинальном режиме, МВт 50
Давления пара на входе/выходе из отсеков турбины, после которых осуществ-
ляются отборы пара в номинальном режиме, МПа:
– отсек перед 1-м отбором
– отсек перед 2-м отбором
– отсек перед 3-м отбором
– последний отсек

3.49/1.05
1.05/0.36
0.36/0.04

0.04/0.003
Расход пара через отсеки турбины, после которых осуществляются отборы пара 
в номинальном режиме, т/ч:
– отсек перед 1-м отбором
– отсек перед 2-м отбором
– отсек перед 3-м отбором
– последний отсек

270
257
168
152

Расход ядерного топлива в номинальном режиме, т у.т./ч (кг нат.топ./ч) 21.5 (1.68 × 10–2)
Расход охлаждающей воды через конденсатор в номинальном режиме, т/ч. 7344

пе, были получены данные, на основе которых в дальнейшем создается математиче-
ская модель ядерного энергоблока применимая для оптимизации ЭЭС в целом.

В настоящей работе упрощенная математическая модель ядерного энергоблока
представляется в следующем виде.

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

где  – расход пара в конденсатор турбины;  – полная электрическая мощ-

ность ядерного энергоблока;  – расчетная тепловая нагрузка потребителя;  –

электрическая мощность собственных нужд;  – минимально-допустимый расход

пара в конденсатор турбины;  – минимальное и максимальное значение
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Таблица 3. Основные технические характеристики режимов работы энергоблока, полученные в ре-
зультате поверочного расчета при расчетной тепловой нагрузке ГВС и отопления равной 30 Гкал/ч

Характеристики

Температура наружного воздуха, °С

–55 –50 –40 –30 –20 –10 +1.5 +8
неото-

пит. пе-
риод

Тепловая нагрузка потребителей сете-
вой воды, Гкал/ч

30.0 28.4 25.2 22.0 18.8 15.6 11.92 9.84 4.8

Тепловая нагрузка ПГ, МВт 175
Электрическая мощность энергоблока 
(полная), МВт

51.56 51.67 52.20 52.86 53.57 54.34 54.79 55.38 56.09

Электрическая мощность собственных 
нужд, МВт

0.70 0.73 0.76 0.78 0.80 0.79 0.78 0.78 0.86

Полезная электрическая мощность, МВт 50.86 50.94 51.44 52.08 52.77 53.55 54.01 54.60 55.22
Расход пара через последний отсек тур-
бины, т/ч

157.9 161.8 167.2 172.7 178.1 183.3 190.8 193.8 203.1

Расход топлива, т у.т./ч (кг/ч) 21.5 (1.68 × 10–2)
Тепловая нагрузка ПГ, МВт 155
Электрическая мощность энергоблока 
(полная), МВт

44.74 45.50 46.12 46.78 47.45 48.13 48.92 49.37 50.15

Электрическая мощность собственных 
нужд, МВт

0.57 0.59 0.61 0.64 0.67 0.66 0.64 0.64 0.72

Полезная электрическая мощность, МВт 44.17 44.91 45.51 46.14 46.78 47.47 48.28 48.73 49.42
Расход пара через последний отсек тур-
бины, т/ч

132.0 134.4 139.8 145.3 150.7 156.1 162.2 165.6 174.6

Расход топлива, т у.т./ч (кг/ч) 19.04 (1.48 × 10–2)
Тепловая нагрузка ПГ, МВт 135
Электрическая мощность энергоблока 
(полная), МВт

36.90 38.19 39.18 39.75 40.40 40.79 41.69 42.25 42.76

Электрическая мощность собственных 
нужд, МВт

0.50 0.51 0.53 0.56 0.59 0.58 0.57 0.57 0.69

Полезная электрическая мощность, МВт 36.40 37.68 38.65 39.19 39.81 40.21 41.12 41.68 42.07
Расход пара через последний отсек тур-
бины, т/ч

109.4 111.4 116.3 121.9 127.3 133.6 139.2 143.7 151.7

Расход топлива, т у.т./ч (кг/ч) 16.5 (1.29 × 10–2)
Тепловая нагрузка ПГ, МВт 115
Электрическая мощность энергоблока 
(полная), МВт

29.08 30.42 32.18 32.71 33.37 33.98 34.70 35.08 35.17

Электрическая мощность собственных 
нужд, МВт

0.42 0.44 0.45 0.46 0.47 0.46 0.45 0.45 0.58

Полезная электрическая мощность, МВт 28.66 29.97 31.73 32.25 32.90 33.52 34.25 34.63 34.58
Расход пара через последний отсек тур-
бины, т/ч

87.7 89.3 93.8 99.5 104.7 110.2 116.4 120.2 131.1

Расход топлива, т у.т./ч (кг/ч) 14.1 (1.1 × 10–2)
Тепловая нагрузка ПГ, МВт 95
Электрическая мощность энергоблока 
(полная), МВт

21.62 22.76 25.0 25.95 26.56 27.14 27.76 28.18 28.93

Электрическая мощность собствен-
ных нужд, МВт

0.26 0.27 0.29 0.34 0.41 0.40 0.40 0.40 0.47

Полезная электрическая мощность, 
МВт

21.36 22.49 24.71 25.61 26.15 26.74 27.36 27.78 28.46

Расход пара через последний отсек 
турбины, т/ч

64.8 66.6 70.6 75.8 81.1 86.5 92.7 96.2 105.0

Расход топлива, т у.т./ч (кг/ч) 11.6 (9.1 × 10–3)
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Таблица 4. Коэффициенты полинома по энергоблоку для определения расхода пара в конденсатор
турбины (кг/с), тепловой нагрузки парогенератора (МВт), электрической мощности собственных
нужд (МВт), как функции от электрической мощности энергоблока (МВт), расчетной тепловой на-
грузки потребителя сетевой воды (Гкал/ч) и текущей температуры наружного воздуха (°С).

Номер 
слагаемого 
полинома

Степень параметра: Коэффициенты полинома 
для определения:

электрической 
мощности 

энергоблока 
(полной)

расчетной 
тепловой 
нагрузки 

потребителей

температуры 
наружного 

воздуха

расхода пара
в конденса-
тор турбины

тепловой 
нагрузки па-
рогенератора

электриче-
ской мощно-
сти собствен-

ных нужд

1 0 0 0 49.860873 68.700000 0.000102
2 1 0 0 –4.809641 –4.250000 0.027500
3 0 1 0 136.510041 –0.146000 –0.008660
4 0 0 1 0.063887 0.378000 –0.000809
5 2 0 0 0.248303 0.303000 –0.000876
6 1 1 0 0.041196 0.051200 0.001340
7 1 0 1 –0.005241 –0.024100 0.000049
8 0 2 0 –25.106037 –0.024200 –0.000493
9 0 1 1 –0.006280 –0.034900 –0.000303

10 0 0 2 0.000462 –0.005990 –0.000081
11 3 0 0 –0.004579 –0.005540 0.000020
12 2 1 0 –0.001424 –0.001800 –0.000050
13 2 0 1 0.000194 0.000623 0.000000
14 1 2 0 0.000656 0.001190 0.000023
15 1 1 1 0.000272 0.000955 0.000011
16 1 0 2 0.000125 0.000259 0.000007
17 0 3 0 1.368427 0.000000 0.000000
18 0 2 1 0.000239 0.000605 0.000007
19 0 1 2 0.000005 –0.000048 0.000004
20 0 0 3 0.000127 –0.000066 0.000006
21 4 0 0 0.000031 0.000037 0.000000
22 3 1 0 0.000014 0.000018 0.000001
23 3 0 1 –0.000002 –0.000005 0.000000
24 2 2 0 –0.000004 –0.000008 0.000000
25 2 1 1 –0.000004 –0.000012 0.000000
26 2 0 2 –0.000001 –0.000001 0.000000
27 1 3 0 –0.000006 –0.000012 0.000000
28 1 2 1 0.000001 –0.000006 0.000000
29 1 1 2 –0.000002 –0.000006 0.000000
30 1 0 3 0.000000 0.000002 0.000000
31 0 4 0 –0.022802 0.000006 0.000000
32 0 3 1 –0.000003 –0.000004 0.000000
33 0 2 2 0.000003 0.000005 0.000000
34 0 1 3 0.000000 –0.000002 0.000000
35 0 0 4 0.000002 0.000000 0.000000
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тепловой мощности реактора;  – минимальное и максимальное значе-

ние полной электрической мощности;  – топливные издержки;  – коэффи-

циент выгорания ядерного топлива;  – цена ядерного топлива;  – продолжи-

тельность режима работы. Зависимости , ,  представляются в виде поли-

номов четвертой степени от трех переменных . Коэффициенты этих
полиномов представлены в табл. 4.

В табл. 5 в качестве примера для полинома определения расхода пара в конденсатор
паровой турбины приведены значения максимального и среднего отклонения, а так
же количества слагаемых полинома в зависимости от величины его степени.

Полученные на втором этапе полиномы оформляются в виде специальных подпро-
грамм и далее используются при создании математической модели автономной ЭЭС.

Представленный методический подход может быть использован и для создания ма-
тематических моделей других источников электрической и тепловой энергии (тепло-
фикационных паротурбинных, газотурбинных и парогазовых установок и др.), рабо-
тающих в автономной ЭЭС.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе приведено описание двухэтапной методики создания матема-
тических моделей теплофикационных ядерных энергоблоков, предназначенных для
проведения оптимизационных исследований автономных ЭЭС. Первый этап методи-
ки включает разработку подробной модели ядерного энергоблока, обеспечивающей
удовлетворительную точность описания протекающих в нем процессов и проведение
оптимизационных расчетов для достаточно большого количества режимов работы. На
втором этапе по результатам оптимизационных расчетов первого этапа строятся энер-
гетические характеристики и зависимости, определяющие границы области допусти-
мых решений в виде полиномов и на их основе создается упрощенная математическая
модель энергоблока, применимая для оптимизационных исследований автономных
ЭЭС. Для решения задачи поиска коэффициентов полинома в работе предложен
двухшаговый подход. На первом шаге подбираются такие коэффициенты полинома,
при которых достигается минимум максимального значения модуля разности функ-
ции определенной с использованием полинома и функции, определенной с использо-
ванием подробной модели энергоблока. На втором шаге модули отклонений ограни-
чиваются значением, найденным на первом шаге, и минимизируется сумма модулей
отклонений во всех точках. Методика продемонстрирована на примере теплофикаци-
онного атомного энергоблока, предполагаемого к эксплуатации в климатических

 

min maxЭл Эл,  N N
ТопU Выгk

ЯТS τРеж
П

Кондf Тепf СНf

( ) Рас НВ
Эл Теп, ,N Q t

Таблица 5. Количество слагаемых полинома, максимального и среднего отклонения в зависи-
мости от величины его степени для варианта определения расхода пара в конденсатор паровой
турбины

Степень полинома Количество
слагаемых полинома

Максимальное
отклонение Среднее отклонение

2 10 1.340 0.578
3 20 0.863 0.410
4 35 0.457 0.230
5 56 0.343 0.197
6 84 0.243 0.157
7 120 0.190 0.128
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условиях Крайнего Севера. Разработана его подробная математическая модель, про-
ведены расчеты при различных тепловых мощностях реактора, различных расчетных
тепловых нагрузках потребителя и температурах наружного воздуха, определены пол-
ные и полезные электрические мощности атомного энергоблока и часовой расход
ядерного топлива. Результаты оптимизационных расчетов режимов работы установ-
ки, полученные с помощью ее подробной модели, являлись основой для построения
энергетических характеристик в виде полиномов, которые используются для создания
упрощенной модели энергоблока, применимой при оптимизационных исследованиях
автономных ЭЭС в целом.

Работа выполнена в рамках проекта государственного задания (№FWEU-2021-0005,
рег. № АААА-А21-121012190004-5) программы фундаментальных исследований РФ на
2021–2030 гг.
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Method for Creating Mathematical Models of Heating Nuclear Power Units of Power Plants 
for Optimization Studies of Autonomous Electric Power Systems

A. M. Klera, E. L. Stepanovaa, *, and P. V. Zharkova

aMelentiev Energy Systems Institute of Siberian Branch of Russian Academy of Sciences, Irkutsk, Russia
*e-mail: step@isem.irk.ru

The authors present a two-stage method for creating mathematical models of cogeneration
nuclear power units for optimization studies of autonomous electric power systems. The first
stage of the methodology includes the development of a detailed model of a nuclear power
unit, which provides a satisfactory accuracy of the description of physical and technological
processes, as well as optimization calculations of operating modes. At the second stage, the
energy dependencies are built based on the results of optimization calculations of the first
stage. Energy dependencies define the boundaries of the region of feasible solutions in the
form of polynomials. A simplified mathematical model of a nuclear power unit for optimiza-
tion studies of autonomous EPS is created using polynomials. To solve the problem of find-
ing a polynomial, a two-step approach is proposed. At the first step, the polynomial coeffi-
cients are selected such that the minimum of the maximum value of the modulus of the dif-
ference between the function determined using the polynomial and the function determined
using the detailed model of the power unit is reached. At the second step, the deviation
modules are limited to the value found at the first step, and the sum of the deviation modules
is minimized at all points. The two-stage technique developed by the authors is demonstrat-
ed on the example of a cogeneration nuclear power unit, which is supposed to be operated in
the climatic conditions of the Far North.

Keywords: cogeneration nuclear power units, nuclear power plants, steam turbine plants of
nuclear power plants, mathematical models, energy characteristics, polynomials
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В космических энергодвигательных установках (ЭДУ) на основе низковольтного источ-
ника электроэнергии и высоковольтных электроракетных двигателей необходима си-
стема преобразования тока (СПТ). В качестве одного из элементов перспективных
высокотемпературных СПТ рассматриваются высокотемпературные плазменные
термоэмиссионные вентили (ВПТВ) плазменной электроэнергетики – сеточные
ключевые элементы (СКЭ) и высоковольтные плазменные термоэмиссионные дио-
ды (ВПТД). В работе проведено моделирование энергомассовых характеристик
СПТ, построенной на СКЭ и ВПТД, использующих тепловые трубы (ТТ) для охла-
ждения, определены температурные режимы, в которых достигается минимальная
удельная масса преобразователя тока. Определены значения удельной массы. Ре-
зультаты работы могут быть использованы при разработке новых высокотемпера-
турных СПТ космических энергодвигательных установок для электрической мощ-
ности от десятков до тысячи киловатт.

Ключевые слова: система преобразования тока, космическая энергодвигательная
установка, вентиль, сеточный ключевой элемент, высоковольтный плазменный тер-
моэмиссионный диод, электрическая мощность, температура
DOI: 10.31857/S0002331023060043, EDN: QDSWJR

ВВЕДЕНИЕ

Одним из перспективных направлений является создание транспортных аппаратов
с энергодвигательными установками на основе ядерных энергетических установок и
маршевых электроракетных двигательных установок (ЭРДУ), использование которых
имеет большой, в том числе научный и коммерческий, потенциал [1–3]. В 80-ые гг.
ХХ века в СССР были проведены летно-космические испытания космических аппа-
ратов “Плазма–А” с термоэмиссионным реактором преобразователем (ТРП) “Топаз”
мощностью 5 кВт [4, 5], во время которых впервые было осуществлено питание элек-
троракетных двигателей (ЭРД) от ядерного реактора. На основе этих ТРП разработа-
ны проекты термоэмиссионных ЯЭУ 2-го поколения электрической мощностью от 25
до 100 кВт [5].

Особенности работы ТРП (высокая рабочая температура – до 2000 K и наличие
ионизирующих излучений, тепловых потоков) предполагают высокие требования к

УДК 629.78.064.52:621.314.671
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выбору СПТ, ее состава, конфигурации и элементной базы, условия ее функциониро-
вания, определяя массогабаритные характеристики всей ЭДУ и космического аппара-
та. Выходное рабочее напряжение перспективных ТРП электрической мощностью
50–300 кВт составляет 120–150 В, рабочее напряжение маршевой ЭРДУ, использую-
щей ионные двигатели или двигатели с анодным слоем – 2500–3000 В, поэтому СПТ
должна строится по схеме: инвертирование напряжения постоянного тока (выходное
ТРП) с помощью управляемых вентилей, повышение амплитуды инвертированного
напряжения с помощью трансформатора, выпрямление повышенного напряжения с
помощью неуправляемых вентилей. Значительную роль в обеспечении функциониро-
вания элементов СПТ играет система охлаждения и терморегулирования, именно ее
массоэнергетические показатели существенно влияют на величину удельной массы
СПТ [6–12]. Наиболее эффективной будет система преобразования тока с наимень-
шей удельной массой при рабочей температуре, обеспечивающая согласование элек-
трических параметров ТРП и ЭРДУ [11, 12].

УКРУПНЕННАЯ МАССОЭНЕРГЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СИСТЕМЫ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ТОКА НА ОСНОВЕ ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНЫХ 

ПЛАЗМЕННЫХ ТЕРМОЭМИССИОННЫХ ВЕНТИЛЕЙ 
С ТЕПЛОВЫМИ ТРУБАМИ

Масса СПТ на основе ВПТВ складывается из следующих составляющих: массы си-
ловой части – вентилей, трансформатора и других коммутирующих устройств, систе-
мы управления силовой частью (она с достаточной степенью точности может быть вы-
ражена в долях от массы силовой части), массы системы теплоотвода потерь электри-
ческой мощности на преобразователе [10, 11].

Масса силовой части преобразователя тока –  может быть выражена через
удельную массу ее элементов – γiэл (вентилей, силовых коммутаторов, конденсаторов
и т.д.) и их электрическую мощность – Niэл, удельную массу трансформатора СПТ –
γТР и его электрическую мощность – Nэл.СПТ:

(1)

Поскольку рабочее напряжение вентилей отличается в общем случае от напряже-
ния преобразователя (которое чаще всего больше, чем рабочее напряжение вентиля),
то количество вентилей должно быть увеличено для обеспечения работоспособности
и надежности. Это можно учесть коэффициентом – kU, который определяется отно-
шением величины выходного напряжения преобразователя – UСПТ к рабочему напря-
жению – Uр вентиля. Аналогично можно ввести коэффициент kI, характеризующий
число вентилей СПТ по току. Если принять:

(2)

где Iр – рабочий ток вентиля, то выражение для составляющей массы преобразователя
электрической энергии ЭДУ – силовой части примет вид:

(3)
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Массу системы управления  можно представить с учетом сделанных выше за-
мечаний в следующем виде:

(4)

здесь ϕ – коэффициент, который для традиционных преобразователей тока по много-
численным экспериментальным и проектным данным [6, 8, 10, 11] ϕ = 0.1…0.3 для
диапазона мощностей до 100–200 кВт.

Третья составляющая массы преобразователя тока – холодильника-излучателя –
MХИ СПТ характеризуется рабочей температурой ХИ, так как от этого параметра суще-
ственно зависит площадь излучающей поверхности. Выразим массу MХИ СПТ системы
теплоотвода преобразователя тока ЭДУ через функцию отводимой мощности потерь
Nпот, которая определяется соотношением:

(5)
Примем температуру ХИ СПТ постоянной – ТХИ СПТ, степень черноты поверхно-

сти ХИ СПТ также считается заданной – εХИ СПТ. Выражение для площади ХИ СПТ
примет вид:

(6)

где σ – постоянная Стефана–Больцмана. Тогда масса системы теплоотвода – ХИ
определяется по формуле:

(7)

здесь γХИ СПТ – удельная масса единицы площади ХИ. Отсюда следует, что:

(8)

является удельной массой ХИ на единицу отводимой мощности. Зависимости массы
ХИ СПТ от температуры представлены на рис. 1–2 при εХИ СПТ = 0.9.

Из рис. 1–2 видно, что для Nэл.СПТ = 100 кВт в диапазоне температур 500–800 К и
ηСПТ = 0.8…0.95 значения массы ХИ СПТ: при γХИ СПТ = 2 кг/м2 МХИ СПТ = 12.5…1.9 кг;
при γХИ СПТ = 3 кг/м2 МХИ СПТ = 18.8…2.9 кг; при γХИ СПТ = 4 кг/м2 МХИ СПТ = 25…3.8 кг;
при γХИ СПТ = 5 кг/м2 МХИ СПТ = 31.4…4.8 кг. Для Nэл.СПТ = 200 кВт в диапазоне темпе-
ратур 500–800 К и ηСПТ = 0.8…0.95 значения массы ХИ СПТ: при γХИ СПТ = 2 кг/м2

МХИ СПТ = 25…3.8 кг; при γХИ СПТ = 3 кг/м2 МХИ СПТ = 37.6…5.7 кг; при γХИ СПТ =
= 4 кг/м2 МХИ СПТ = 50.2…7.7 кг; при γХИ СПТ = 5 кг/м2 МХИ СПТ = 62.7…9.6 кг.

Результаты расчета показывают целесообразность использования высокотемпера-
турной СПТ с температурой 700–800 К, ХИ которой имеет массу не более 10 кг. Вме-
сте с тем массу преобразователя тока ЭДУ можно представить как функцию ее элек-
трической мощности и температуры теплоотвода –ТХИ (близкой к рабочей температу-
ре СПТ):

(9)
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Аналогично можно выразить удельную массу СПТ как функцию удельных энерго-
массовых характеристик ее силовых элементов, КПД и рабочей температуры:

(10)

где γВ – удельная масса силовой части СПТ (вентилей и трансформатора).
Из выражения (10) для γСПТ следует, что рабочая температура преобразователя в яв-

ном виде присутствует для ХИ СПТ – системы теплоотвода, но нет явной связи с
удельными характеристиками силовых элементов преобразователя. Следует отметить,
что с ростом температуры потери в преобразователе тока растут, его КПД падает, вме-

− ηγ = + ϕ γ + γ
σε

СПТ
СПТ В ХИ СПТ4

ХИ СПТ ХИ СПТ

(1 )(1 ) ,
Т

Рис. 1. Зависимость массы ХИ СПТ от температуры, Nэл.СПТ = 100 кВт: 1 – ηСПТ = 0.8; 2 – ηСПТ = 0.85;

3 – ηСПТ = 0.9; 4 – ηСПТ = 0.95, γХИ СПТ = 2 кг/м2; 5 – ηСПТ = 0.8; 6 – ηСПТ = 0.85; 7 – ηСПТ = 0.9;

8 ‒ ηСПТ = 0.95; γХИ СПТ = 3 кг/м2.
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Рис. 2. Зависимость массы ХИ СПТ от температуры, Nэл.СПТ = 200 кВт: 1 – ηСПТ = 0.8; 2 – ηСПТ = 0.85;

3 – ηСПТ = 0.9; 4 – ηСПТ = 0.95, γХИ СПТ = 4 кг/м2; 5 – ηСПТ = 0.8; 6 – ηСПТ = 0.85; 7 – ηСПТ = 0.9;

8 ‒ ηСПТ = 0.95, γХИ СПТ = 5 кг/м2.
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сте с тем возрастает удельная масса силовой части преобразователя γВ за счет сниже-
ния рабочего напряжения вентилей и соответственно увеличения их количества.

Результаты расчетно-теоретических и экспериментальных исследований показали,
что для диапазона электрической мощности СПТ 100–200 (250) кВт энергетическая
размерность единичного вентиля в зависимости от рабочего напряжения и температу-
ры не превышает 25–75 кВт [15–18]. Таким образом, электрические характеристики
перспективных высокотемпературных вентилей будут следующие:

– инвертор (управляемые вентили) – рабочее напряжение 150 В, ток до 500 А;
– выпрямитель (высоковольтные вентили) – рабочее напряжение до 2500–3000 В,

ток до 30 А.

ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ ТЕПЛОФИЗИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ 
И ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНЫХ
ПЛАЗМЕННЫХ ТЕРМОЭМИССИОННЫХ ВЕНТИЛЕЙ НА ВЕЛИЧИНУ 

УДЕЛЬНОЙ МАССЫ СИСТЕМЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ТОКА

Особенностью СПТ на основе ВПТВ (СКЭ и ВПТД) является то, что в инверторе
используются “токовые” вентили – сеточные ключевые элементы, разработанные на
интегральные токи до 450–500 А [13, 14], а в выпрямителе – высоковольтные плазмен-
ные термоэмиссионные диоды, являющиеся вентилями “напряжения”, разработан-
ные на напряжение 1500–2500 В [15–18]. Таким образом в инверторной части при
электрической мощности СПТ на основе ВПТВ 100–200 кВт сеточные ключевые эле-
менты коммутируются параллельно по току, а в выпрямительной части – высоко-
вольтные плазменные термоэмиссионные диоды коммутируются последовательно по
напряжению. С учетом этих особенностей построения СПТ на основе ВПТВ прове-
дем ее энергомассовое и теплоэлектрическое исследование.

Отвод тепла от вентилей осуществляется радиаторами охлаждения, выполненными
в виде тепловых труб (ТТ) [19, 20], совмещенных с электродами. Положим, что ТТ вы-
полнена цилиндрической конструкции, имеет длину LТТ, внешний диаметр DТТ, тол-
щину стенки δТТ и сбрасывает излучение со всей боковой поверхности. Площадь теп-
лосброса потерь электрической энергии одного СКЭ в инверторе определяется как:

(11)

где IСКЭ – рабочий ток СКЭ; δUСКЭ – падение напряжения на СКЭ; εТТ – степень чер-
ноты поверхности ТТ.

Умножим обе части (11) на (ρТТ) – плотность материала ТТ и толщину стенки ТТ (δТТ):

(11*)

где МТТ.СКЭ – масса тепловой трубы для охлаждения одного СКЭ. Тогда масса всех ТТ
для инвертора (охлаждения всех СКЭ) определится как:

(11**)

Удельная масса тепловых труб инвертора СПТ определится как:

(12)

где ηИнверт. – КПД инвертора с учетом количества СКЭ.

δ = σε π4
СКЭ СКЭ ТТ ТТ ТТ ТТ,I U Т D L

δ ρ δ = σε 4
СКЭ СКЭ ТТ ТТ ТТ ТТ ТТ.СКЭ,I U Т М

δ ρ δ=
σε

СКЭ СКЭ СКЭ ТТ ТТ
ТТ 4

ТТ ТТ

.I
I UМ k

Т

δ ρ δγ = = =
− η − η σε

СКЭ СКЭ
СКЭ СКЭ СКЭ ТТ ТТТТ ТТ
ТТ пот 4

Инверт. эл.СПТСПТ.СКЭ Инверт. эл.СПТ ТТ ТТ

,
(1 ) (1 )

I
I UМ М k

NN N Т



36 ОНУФРИЕВА, ОНУФРИЕВ

Количество параллельно соединенных по току СКЭ в инверторе СПТ – kI в этом
случае может определено по формуле:

(13)

с учетом тока единичного сеточного ключевого элемента в инверторе и напряжения

СПТ в инверторе – . В результате суммарная удельная масса ТТ всех сеточных
ключевых элементов инвертора СПТ с учетом КПД инвертора – ηИнверт., (13) и (12)
определится как:

(14)

Количество последовательно соединенных по напряжению ВПТД в выпрямителе

СПТ определим по формуле – отношение выходного напряжения  к рабо-
чему напряжению UВПТД(ТТТ) единичного ВПТД с учетом температуры анода, охла-
ждаемого тепловой трубой (принимая ТВПТД = ТТТ – вентили имеют нижнюю темпе-
ратуру, равную температуре теплоотвода, то есть, самой тепловой трубы):

(15)

где масса одной тепловой трубы для охлаждения ВПТД может быть найдена аналогич-
но (11)–(11**):

(16)

δUВПТД – падение напряжения на ВПТД; IВПТД – рабочий ток ВПТД.
Масса всех тепловых труб выпрямителя СПТ (по числу ВПТД) определится как:

(16*)

Или:

(17)

Учтем, что

потери в инверторе и трансформаторе учтены через их КПД: ηВыпр, ηТР.
Удельную массу тепловых труб выпрямителя СПТ можно записать аналогично (16)

с учетом ηВыпр (КПД выпрямителя СПТ), потери мощности в инверторе и трансфор-
маторе СПТ и (17):
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В результате удельную массу СПТ на основе СКЭ и ВПТД можно определить как
функцию удельных энергомассовых характеристик его силовых элементов, КПД и ра-
бочей температуры:

(18*)

где γСКЭ, γВПТД, γТР – удельные массы СКЭ, ВПТД, трансформатора соответственно.

Последние слагаемы в (18*) представляют собой удельную массу эквивалентной
тепловой трубы СПТ. Следует отметить, что для расчета характеристик СПТ необхо-

димо задать рабочее напряжение инвертора (для ТРП 2-го поколения UТРП =  =
= UСКЭ = 150 В) и напряжение ВПТД от температуры (для цезиевого и бариевого на-
полнения) [15–18]. Результаты исследования удельной массы СПТ на основе ВПТВ от
его электрической мощности от температуры и электрической мощности (18*) пред-
ставлены на рис. 3–6. Зависимости удельной массы СПТ (давление пара цезия в МЭЗ
ВПТД 0.06 Торр) получены при εТТ = 0.9, ϕ = 0.1; γТР = 1 кг/кВт, γСКЭ = 0.17 кг/кВт,
γВПТД = 0.03 кг/кВт, ηИнверт .= 0.95, ηВыпр = 0.99, δUСКЭ = 2.5В, δUВПТД = 2.5В, материал
тепловой трубы молибден – ρТТ = 10200 кг/м3, толщина стенки – δТТ = 1 мм.
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Рис. 3. Зависимость удельной массы СПТ от температуры (Nэл.СПТ = 100 кВт, рCs = 0.06 Торр): IСКЭ = 250 А,

1 –  = 2000 В, 2 –  = 3000 В, 3 –  = 5000 В; IСКЭ = 500 А, 4 –  = 2000 В, 5 –

 = 3000 В, 6 –  = 5000 В.
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Расчеты показывают, что для Nэл.СПТ = 100 кВт и IСКЭ = 250 А в диапазоне темпера-

тур 600–800 К минимальная удельная масса СПТ на основе ВПТВ при  = 2000 В

составляет γСПТopt = 2.3…1.6 кг/кВт, а при  = 3000 В – γСПТopt = 2.3…2.1 кг/Вт,

при  = 5000 В – γСПТopt= 2.3…2.2 кг/Вт. При IСКЭ = 500 А в этом же диапазоне
температур при равных параметрах минимальная удельная масса СПТ составляет со-
ответственно: γСПТopt = 2…1.7 кг/кВт, γСПТopt = 2…1.8 кг/кВт и γСПТopt = 2.1…2 кг/кВт.
Для Nэл.СПТ = 300 кВт и IСКЭ = 250 А в указанном диапазоне температур минимальная
удельная масса СПТ на основе ВПТВ увеличивается в 1.4–1.5 раз при прочих равных
параметрах вентилей. При IСКЭ = 500 А в указанном диапазоне температур минималь-
ная удельная масса СПТ на основе ВПТВ увеличивается в 1.25–1.3 раз при прочих
равных параметрах вентилей.

С увеличением давления пара цезия в МЭЗ ВПТД (до 0.08 Торр) минимальная удель-
ная масса СПТ при IСКЭ = 250…500 А снижается до 1.7–2.1 кг/кВт – Nэл.СПТ = 100 кВт и до
2.3–3 кг/кВт – Nэл.СПТ = 300 кВт, рис. 5, 6.

При переходе на бариевое наполнение СКЭ и ВПТД обеспечивается снижение
удельной массы СПТ на ВПТВ на 40–50% по сравнению с цезиевым при одновремен-
ном увеличении рабочей температуры СПТ до 900–950 К, рис. 7, 8. Отметим, что при
этих параметрах теплофизического состояния вентилей (ВПТД) их рабочее напряже-
ние составляет 2000–2500 В [16–18].

Зависимости удельной массы СПТ (при рBa = 0.008 Торр) получены для диапазона
электрической мощности Nэл.СПТ = 100…300 кВт при εТТ = 0.9, ϕ = 0.1; γТР = 1 кг/кВт,
γСКЭ = 0.17 кг/кВт, γВПТД = 0.03 кг/кВт, ηИнверт. = 0.95, ηВыпр.= 0.99, δUСКЭ = 2.5 В,
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Рис. 4. Зависимость удельной массы СПТ от температуры (Nэл.СПТ = 300 кВт, рCs = 0.06 Торр): IСКЭ =

= 250 А, 1 –  = 2000 В, 2 –  = 3000 В, 3 –  = 5000 В; IСКЭ = 500 А, 4 –  = 2000 В,

5 –  = 3000 В, 6 –  = 5000 В.
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δUВПТД = 2.5 В, материал тепловой трубы молибден – ρТТ = 10200 кг/м3, толщина
стенки – δТТ = 1 мм.

Расчеты показывают, что для Nэл.СПТ = 100 кВт и IСКЭ = 250 А в диапазоне темпера-

тур 800–900 К минимальная удельная масса СПТ на основе ВПТВ при  =
= 2000…5000 В составляет γСПТopt = 1.5…1.6 кг/кВт. При IСКЭ = 500 А в этом же диапа-
зоне температур при равных параметрах минимальная удельная масса СПТ составляет
соответственно: γСПТopt = 1.75…1.8 кг/кВт. Для Nэл.СПТ = 300 кВт и IСКЭ = 250 А в ука-
занном диапазоне температур минимальная удельная масса СПТ на основе ВПТВ уве-
личивается в 1.3–1.35 раз при прочих равных параметрах вентилей и достигает
2.0 кг/кВт. При IСКЭ = 500 А в указанном диапазоне температур минимальная удель-
ная масса СПТ на основе ВПТВ увеличивается в 1.25–1.3 раз при прочих равных пара-
метрах вентилей и составляет 2.7–2.8 кг/кВт.

Таким образом, по сравнению с классическими полупроводниковыми СПТ и по-
строенными на полупроводниках Si-C с рабочей температурой 400–500 К удельная
масса снижается в 2–3 раза [11, 12].

ФОРМИРОВАНИЕ ТРЕБОВАНИЙ К ТЕПЛОФИЗИЧЕСКИМ
И ЭЛЕКТРИЧЕСКИМ ХАРАКТЕРИСТИКАМ ПЛАЗМЕННЫХ ВЕНТИЛЕЙ

Проведенные исследования показали, что оптимальное значение температуры СПТ
на основе ВПТВ для КА с ТРП лежит в диапазоне 500–900 К, при этом рабочее напряже-
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Рис. 5. Зависимость удельной массы СПТ от температуры (Nэл.СПТ = 100 кВт, рCs = 0.08 Торр): IСКЭ =

= 250 А, 1 –  = 2000 В, 2 –  = 3000 В, 3 –  = 5000 В; IСКЭ = 500 А, 4 –  = 2000 В,

5 –  = 3000 В, 6 –  = 5000 В.
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ние перспективной системы преобразования тока должно быть не ниже 2500 В. Чтобы
обеспечить приемлемые значения γспт, необходимо использовать СКЭ и ВПТД с рабо-
чим напряжением более 150 В и 1500 В соответственно.

Использование классических низкотемпературных полупроводниковых вентилей
для системы преобразования тока КА с энергоустановкой на основе ТРП (в современ-
ной и ближайшей перспективе) обусловливает значительное увеличение удельной
массы СПТ до 10–15 кг/кВт. Применение высокотемпературных полупроводниковых
вентилей с рабочей температурой 520–420 К позволит снизить удельную массу СПТ в
2–3 раза, но, как и в первом случае, такой СПТ требуется принудительное охлажде-
ние, гермоконтейнер и радиационная защита.

Использование для КА с ТРП системы преобразования тока на основе ВПТВ и высо-
котемпературным трансформатором с удельной массой γВПТД = 0.02…0.05 кг/кВт способ-
ствует снижению общей массы инвертора и выпрямителя СПТ до 0.4–0.9 кг/кВт. Умень-
шение удельной массы СКЭ и ВПТД до 0.01 кг/кВт при одновременном увеличении
их рабочего напряжения до 5 кВ позволяет реализовать плазменную часть с удельной
массой:

– γ = 0.2 кг/кВт (при рабочем напряжении СПТ 1–2 кВ);
– γ = 0.6 кг/кВт (при рабочем напряжении СПТ 5 кВ);
– γ = 1…2 кг/кВт (при рабочем напряжении СПТ 10 кВ).
В этой связи становится перспективным применение в мощных системах преобразова-

ния тока высокотемпературных плазменных термоэмиссионных вентилей.
Как свидетельствуют зависимости удельной массы системы преобразования тока

на основе высокотемпературных плазменных термоэмиссионных вентилей (термо-

Рис. 6. Зависимость удельной массы СПТ от температуры (Nэл.СПТ = 300 кВт, рCs = 0.08 Торр): IСКЭ = 250 А,

1 –  = 2000 В, 2 –  = 3000 В, 3 –  = 5000 В; IСКЭ = 500 А, 4 –  = 2000 В,

5 ‒  = 3000 В, 6 –  = 5000 В.
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Рис. 7. Зависимость удельной массы СПТ от температуры (Nэл.СПТ = 100 кВт, рВа = 0.008 Торр): IСКЭ = 250 А,

1 –  = 2000 В, 2 –  = 3000 В, 3 –  = 5000 В; IСКЭ = 500 А, 4 –  = 2000 В,

5 ‒  = 3000 В, 6 –  = 5000 В.
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Рис. 8. Зависимость удельной массы СПТ от температуры (Nэл.СПТ = 300 кВт, рВа = 0.008 Торр): IСКЭ =

= 250 А, 1 –  = 2000 В, 2 –  = 3000 В, 3 –  = 5000 В; IСКЭ = 500 А, 4 –  = 2000 В,

5 –  = 3000 В, 6 –  = 5000 В.
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эмиссионные вентили с цезиевым или бариевым наполнением) от рабочей температу-
ры, мощности и напряжения, они могут быть рекомендованы в качестве высокотемпера-
турных силовых элементов перспективных преобразователей тока космических аппара-
тов с энергоустановкой на основе термоэмиссионного реактора-преобразователя.

ВЫВОДЫ

1. Исследовано влияние температурного режима системы преобразования тока кос-
мической ЭДУ на ее энергомассовые характеристики и эффективность. Исследовано
влияние температурного режима высоковольтных плазменных термоэмиссионных
диодов СПТ на ее энергомассовые характеристики и эффективность с точки зрения
потерь электрической мощности.

2. Показано, что диапазон рабочих температур высоковольтных плазменных тер-
моэмиссионных диодов перспективных систем преобразования тока составляет
600–900 К, что существенно превышает температурный диапазон полупроводниковых
вентилей и практически затрудняет или исключает их использование в составе мощных
энергодвигательных установок вследствие значительной удельной массы. Перспектив-
ные системы преобразования тока космических энергодвигательных установок могут
быть выполнены на СКЭ и ВПТД с цезиевым или бариевым наполнением.

3. Получены аналитические зависимости для определения количественного состава
вентилей в системе преобразования тока космической энергодвигательной установки
в зависимости от их теплового режима, рабочего напряжения и электрической мощ-
ности преобразователя тока, позволяющие рассчитать энергетическую размерность
единичного вентиля, а также для расчета удельной массы СПТ на плазменных венти-
лях – СКЭ и ВПТД. Определены диапазоны удельных масс перспективных систем
преобразования тока на основе вентилей плазменной термоэмиссионной электро-
энергетики.
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Energy-Mass and Thermoelectric Characteristics of the Current Convertor, 
Made on the Devices of Plasma Electric Power Industry

E. V. Onufrievaa, * and V. V. Onufrieva

aBauman Moscow State Technical University, Moscow, Russia
*e-mail: onufryev@bmstu.ru

In space power propulsion systems (SPPS) based on a low-voltage power source and high-
voltage electric rocket thrusters, a current conversion system (CCS) is required. As one of
the elements of promising high–temperature CCS, high-temperature plasma thermal emis-
sion valves (HPTV) of plasma electric power industry are considered – grid key elements
(GKE) and high-voltage plasma thermal emission diodes (HVPTD). In the work, the mod-
eling of the energy-mass characteristics of the CCS built on the GKE and HVPTD using
heat pipes (HP) for cooling is carried out, the temperature conditions in which the mini-
mum specific mass of the current converter is achieved are determined. The specific gravity
values are determined. The results of the work can be used in the development of new high-
temperature CCS space power propulsion systems for electrical power from tens to thou-
sands of kilowatts.

Keywords: current conversion system, space power propulsion system, valve, grid key ele-
ment, high-voltage plasma thermionic diode, electric power, temperature
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Статья посвящена практически новым модельным представлениям локально-нерав-
новесного теплопереноса в терминах нестационарной теплопроводности для урав-
нений гиперболического типа (волновых уравнений), а также динамическим моде-
лям теплового удара на основе волновых уравнений. Приведенные в статье результа-
ты практически открывают самостоятельное научное направление в аналитической
теплофизике и в теории теплового удара, а именно: исследование термической реак-
ции твердых тел канонической формы конечных размеров на интенсивный нагрев и
охлаждение в условиях локально-неравновесного процесса теплообмена. Указанное
направление потребовало развитие специального аппарата операционного исчисле-
ния ввиду появления в аналитических решениях модельных задач в пространстве
изображений по Лапласу нестандартных операционных изображений, оригиналы
которых неизвестны и отсутствуют в справочниках по операционному исчислению.
Приведенные изображения являются характерными для операционных решений
широкого класса обобщенных краевых задач для уравнений гиперболического типа
в теории теплопроводности, диффузии, гидродинамики, колебаний, распростране-
нии электричества, термомеханики и других направлений науки и техники. Приве-
дены иллюстративные примеры аналитических решений конкретных модельных за-
дач локально-неравновесного теплообмена и теории теплового удара для конечной
области как в классической, так и в обобщенной постановках (последнее с учетом
конечной скорости распространения теплоты). Выявлены характерные особенности
функциональных конструкций в качестве аналитических решений рассмотренных
математических моделей.

Ключевые слова: локально-неравновесный теплобмен, тепловой удар, новый аппарат
операционного исчисления, аналитические решения
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ВВЕДЕНИЕ

Классические модели аналитической теории переноса теплоты обязаны своим по-
явлением линейному градиентному соотношению Фурье

= −λ( , ) grad ( , ),q M t T M t

УДК 539.3
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с которым он выступил в докладе “О распространении тепла в твердом теле” в Париже в
1807 году. В законченном виде Фурье представил свою теорию в 1822 г. в работе “Аналити-
ческая теория тепла”, которую Кельвин назвал “великой математической моделью” [1].
Вместе с уравнением энергии для изотропных твердых тел

Закон Фурье приводит к уравнению параболического типа для нестационарного теп-
лопереноса вида

(1)

и соответствующим для (1) краевым задачам с начальным и граничными условиями

(2)

(3)

Здесь  – конечная или частично ограниченная выпуклая область изменения
 кусочно-гладкая поверхность, ограничивающая область  внеш-

няя нормаль к  (вектор, непрерывный в точках  Входящие в (1)–(3) параметры –
теплофизические характеристики среды, постоянные величины в интервале темпера-
тур, не выходящих за точки перехода [2]. В литературе неоднократно отмечались неко-
торые парадоксы при использовании модельных представлений (1)–(3): отсутствие
инерционности процесса теплопроводности в законе Фурье в виду неучета механизма
переноса теплоты элементарными частицами вещества (электронами, молекулами,
ионными решетками) и времени релаксации, связанного со временем свободного
пробега микрочастиц и, как следствие, вытекающий из аналитических решений моде-
лей (1)–(3), вывод о бесконечной скорости распространения теплоты; сингулярный
характер теплового потока и скорости движения изотерм в области  при

 Тем не менее указанные обстоятельства не ограничивают область при-
менения математических моделей (1)–(3), охватывая все новые содержательные
обьекты и все большее число самых разнообразных приложений [3–6].

В последние годы усилился интерес к изучению процессов, протекающих в локально-
неравновесных условиях, что обусловлено широкими возможностями их практического
применения [7]: создание новых технологий получения наноматериалов и покрытий с
уникальными физико-химическими свойствами (бинарные многокомпонентные метал-
лические сплавы, полимерные материалы, металлические полупроводниковые стекла,
наножидкости, коллоидные био- и криосистемы); оптимизация режимов лазерной обра-
ботки изделий; режимы интенсивного нагрева и охлаждения компонентов наноэлектро-
ники и нанотехники; нагрев, плавление и абляция вещества при воздействии сверхко-
ротких импульсов и др. Интенсификация тепловых процессов в этих условиях потре-
бовала для их описания уточнения гипотезы Фурье, что и было проделано в рамках
учета локальной неравновесности, заложенной в соотношении

(4)

и учитывающей конечную скорость распространения теплоты. Здесь время  мера
инерции теплового потока, связанная со скоростью распространения теплоты соотно-

шением  Для металлов  для аморфных тел типа неоргани-

ческого стекла и полимеров, имеющих сложную структуру,  (для не-
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∂
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органического стекла  для органического стекла  для азота

 опытное измерение  во многих случаях не представляется возможным.
Скорость распространения теплоты для стали  (скорость распростране-
ния звука , для алюминия  для неоргани-
ческого стекла  (скорость распространения звука  для алю-

миния  (  для неорганического стекла 

( , для азота (  и для газов в условиях разряженного
сверхзвукового потока влияние конечной скорости ораспространения теплоты на теп-
лообмен становится заметным. Подобное влияние может проявляться также при
очень низких температурах (например, в жидком гелии  при  и
даже при обычных температурах в твердых телах, когда в нестационарном процессе
рассматривается малый период времени [7]. Соотношение (4) было проверено экспе-
риментально. Так, результаты исследований термических переходных процессов (в
рамках гипотезы (4)), приведенные в работах Хервига и Бекерта [8] по зарегистиро-
ванному Митра с сотрудниками [9] термическому переходному процессу в ряде твер-
дых тел, подтвердили реальность явления тепловой релаксации. Ю.А. Кирсанов с со-
трудниками [10] на стадии переходного процесса теплообмена экспериментально из-
мерили время тепловой релаксации ПММА: , позже величина  была
уточнена:  На необходимость учета влияния ограниченности ско-
рости переноса теплоты (массы) указывали Дж. Максвелл в теории газодинамики [11],
А.В. Лыков при исследовании тепло- и влагопереноса в капиллярно-пористых телах
[12], Каттанео [13] и Вернотт [14] в теории теплопроводности. Уравнение энергии и
соотношение (4) приводят к уравнению переноса теплоты гиперболического типа

(5)

и соответствующим краевым задачам нестационарной теплопроводности обобщенно-
го типа. При математической постановке указанных задач следует использовать соот-
ветствующие локалально-неравновесные граничные условия. Использование стан-
дартных локально-равновесных граничных условий (3) (что довольно часто наблюда-
ется в публикациях по аналитической теплофизике) может привести к физически
противоречивым результатам (например, к появлению отрицательных решений для
температуры [3]). Эти вопросы детально рассмотрены одним из авторов в [15]. Сфор-
мулированы корректные обобщенные граничные условия на основе соотношения (4) в
интегральной и эквивалентной дифференциальной формах. Так, в первом случае для
условия теплового нагрева (охлаждения) граничное условие второго рода имеет вид:

(6)

В случае нагрева (охлаждения) средой следует записать:

(7)

Здесь

(8)
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Следует отметить, что гиперболическое уравнение (5) для описания локально-неравно-
весных процессов тепломассопереноса было получено впервые в работах И.А. Фока [16] и
Б.И. Давыдова [17] на основании предположения о конечном значении скорости ча-
стиц, переносящих энергию или массу. Уравнение (5) также получил А.С. Предводи-
телев [18], исходя из анализа скоростей перемещения изотермических поверхностей с
использованием представлений Римана, то есть при полном отказе от релаксацион-
ной формулы (4).

НОВЫЕ ОПЕРАЦИОННЫЕ СООТНОШЕНИЯ 
ДЛЯ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

Обобщенные задачи переноса для уравнения (5) значительно отличаются от клас-
сических (1)–(3) , являясь более сложными при нахождении аналитических решений.
Специфика указанных задач заключается в относительной простоте исходных мате-
матических моделей и трудностях их решений в аналитически замкнутом виде. Отсю-
да весьма незначительные успехи в нахождении их точных аналитических решений и,
в основном, для частично ограниченных областей. Основной метод решения указан-
ных задач – операционный, но здесь возникают две основные проблемы. Если нахож-
дение операционного решения задачи не составляет особого труда, то переход к ори-
гиналам затрудняется ввиду их отсутствия в таблицах по операционному исчислению.
Формальное применение теорем операционного исчисления при нахождении ориги-
налов может привести к ошибочным результатам, так как искомые оригиналы долж-
ны содержать ступенчатую функцию Хевисайда [1], появление которой формально
не всегда удается реализовать. Естественный выход из этой ситуации – развитие ис-
кусственных приемов или сложный переход к оригиналам с помощью контурного
интегрирования изображений [1–19]. Математические модели для уравнения (5) в
области  c обобщенными граничными условиями практически не рас-
полагают в полной мере необходимым аппаратом операционного исчисления, что
существенно затрудняет нахождение их точных аналитических решений. Рассмот-
рим ряд операционных соотношений, характерных для указанного случая. Найдем
оригинал изображения

(9)

Воспользуемся справочной формулой [20]

где  – полином Лагерра [20]. Используя далее после-

довательно операционные теоремы 
 находим искомый оригинал:

(10)
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Аналогичными рассуждениями можно показать:

(11)

где  полином Карташова. По теореме смещения находим:

(12)

где  функция (10);  функция Хевисайда.

Найдем оригинал изображения  если  Используем для
этих целей теорему Эфроса:

(13)

Находим:

(14)

Аналогично находим:

(15)

(16)

Пусть теперь  или 

Формулы (10), (14), (15) дают следующие оригиналы:

где

 . (17)
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где  функция (17).
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(19)

(20)

(21)

где  функция (20). Выражение (16) включает важное в практическом плане соот-
ношение

(22)

Приведенные операционные соотношения закрывают проблему нахождения ана-
литических решений уравнения (5) с обобщенными граничными условиями. Однако
указанная проблема имеет интересное продолжение, состоящее в возможности пред-
ставления одного и того же аналитического решения в виде различных фнкциональ-
ных конструкций. Существенно при этом, что некоторая громоздкость аналитической
записи решений может быть упрощена с использованием специальных преобразова-
ний, приводящих к новым аналитическим решениям, неизвестным ранее. Покажем
это на примере первой краевой задачи для уравнения (5):

(23)
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Пусть  изображение Лапласа функции  Найдем
операционное решение задачи в виде
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Оригинал изображения (25) имеет вид

(26)

Оригинал изображения (25) можно записать также через интеграл Римана-Меллина

(27)

Подинтегральная функция в (27) удовлетворяет условиям леммы Жордано [2], име-
ет две точки ветвления. Вычисляя контурный интеграл (27), находим:

(28)

Теперь покажем, что аналитические решения первой краевой задачи в виде W(ξ, τ) =
 и  эквивалентны, то есть 

Имеем:

Продифференцируем обе части по τ:

Воспользуемся далее интегралом (достаточно редким)

Находим:

Проинтегрируем по τ:
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Так как по условию задачи , то С = 1 и окончательно получаем:

Таким образом показано, что

(29)

Приведенные рассуждения могут быть распространены также на вторую и третью
краевые задачи с обобщенными граничными условиями, что подчеркивает особен-
ность гиперболических моделей переноса. Следует отметить, что для областей кано-
нического типа (бесконечная пластина, цилиндр сплошной или полый, шар сплош-
ной или полый) точные аналитические решения гиперболических моделей переноса с
обобщенными граничными условиями не получены до сих пор, и данная проблема по
существу остается открытой. Более удовлетворительная ситуация имеется для частич-
но ограниченных областей (во всех трех системах координат), однако и эта область
аналитической теплофизики находится лишь в самом начале своего развития. Сказан-
ное в равной степени относится и к теории теплового удара в терминах динамической
термоупругости. Основные результаты исследований этой проблемы ряда авторов [21]
опять таки касаются частично ограниченных областей (упругое полупространство,
ограниченное плоской поверхностью; пространство с внутренней цилиндрической
или сферической полостью). Практически отсутствуют исследования термической ре-
акции на тепловой удар конечных тел канонической формы в условиях локально-не-
равновесного теплообмена. Одна из причин последнего – недостаточное развитие со-
ответствующего аппарата операционного исчисления.

Настоящая публикация как раз и посвящена указанной проблеме и практически
открывает самостоятельное научное направление в аналитической теплофизике и в
теории теплового удара, а именно: исследование термической реакции твердых тел ка-
нонической формы в условиях локально-неравновесных процессов теплообмена.

МОДЕЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ТЕПЛОВОГО УДАРА 
В ДИНАМИЧЕСКОЙ ТЕРМОУПРУГОСТИ

Проблема теплового удара – одна из центральных в термомеханике в связи с созда-
нием мощных излучателей энергии и их использованием в различных технологиче-
ских операциях. Ее исследования на основе моделей динамической и квазистатиче-
ской термоупругости получили широкое развитие: изучены физические закономерно-
сти термонапряженного состояния в изотропных и анизотропных упругих телах на
основе классической феноменологии Фурье и (частично) Максвелла–Каттанео–Лы-
кова о конечной скорости распросторанения теплоты в твердых телах [21]; развита
обобщенная теория сопряжения термомеханических полей с полями различной физи-
ческой природы (электрических, магнитных); сформулированы определяющие соот-
ношения линеаризованной теории с учетом тепловой памяти [21]; установлена связь
макроскопического поведения сплошной среды с внутренними параметрами ее состо-
яния и скоростью их изменения во времени [22]. Интенсификация тепловых воздей-
ствий на элементы конструкций, создание новых технологических процессов, основан-
ных на использовании высокоинтенсивных импульсных потоков энергии, стимулирует
разработку соответствующих модельных представлений для описания термической реак-
ции конструкционных материалов, применяемых на практике. Систематизация результа-
тов, накопленных в этой области термомеханики, дана в книге [21].

Определяющие соотношения динамической термоупругости имеют следующий вид.
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Пусть  конечная или частично ограниченная выпуклая область пространства
 описывающая реальное твердое тело и находящаяся в условиях термона-

пряженного состояния;  кусочно-гладкая поверхность, ограничивающая область
 внешняя нормаль к  (вектор, непрерывный в точках 

распределение температуры в области  при  начальная температура, при
которой область находится в недеформированном и ненапряженном состоянии.
Пусть  соответственно компоненты тензоров напряжения,
деформации и вектора перемещения, удовлетворяющие основным уравнениям (не-
связанной) термоупругости (в индексных обозначениях):

(30)

(31)

(32)

где  плотность;  модуль сдвига;  изотермические коэф-
фициенты Ламе;  коэффициент Пуассона, при этом  модуль Юн-
га;  коэффициент линейного теплового расширения;  символ Кронекера;

 обьемная деформация, связанная с суммой нормальных
напряжений  соотношением

(33)

Рассмотрим далее в качестве области  однородный изотропный слой конечной
толщины  при свободных от напряжений границах, занимающий в системе прямо-
угольных декартовых координат  область  Поверхно-
сти слоя подвергаются различному (интенсивному) тепловому воздействию (тем-
пературному, тепловому, воздействию средой) и, таким образом, речь идет о ре-
шении ряда одномерных задач об определении нестационарного температурного
поля и вызываемых ими динамических температурных напряжений в слое

 при  В этих условиях при одномерном движении величины
   напряжения

 температурная функция  и уравнения
(30)–(32) при отсутствии обьемных сил  приводят к следующему соотношению
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скорость распространения волны расширения в упругой среде, близкая к скорости
звука. Остальные компоненты тензора напряжения, отличные от нуля, согласно (32)–
(33) имеют вид
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(37)

Исходные модели сформулируем в безразмерных переменных:

Рассмотрим следующие модели теплового удара – интенсивный нагрев при 
или интенсивное охлаждение при  :
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Остановимся на граничном условии (43): через поверхность  осуществляется
теплообмен с внешней средой. Согласно (7) для уравнений гиперболического типа это
условие в системе координат  должно иметь вид

(46)

а в пространстве изображений по Лапласу

Оценим  Например, для случая кипящая вода-металлическая стенка средние

значения  коэффициент теплообмена),  λ =

 кал/смK. Неравенство   сводится к эквивалентному ,

[ ]+−ε = σ + α −
− −

vv

v v

0
(1 )1 2( , ) ( , ) ( , ) .

2 (1 ) (1 )zz zz Tz t z t T z t T
G

ξξ

−ξ = ξ = τ = β = = = τ ξ τ =
−

σ ασ = = α λ + μ =
− − v

2
0

0
0

0

v v v v ( , ), , , , * , v / , ( , ) ,
v v

( , )
, (3 2 ) .

( ) 1 2

p p p p i
T r i

T p c

zz T
T T

T c

z l t T z t ThaBi a W
a a a T T

z t ES
S T T

> 0cT T
< 0cT T

ξξ ξξ∂ σ ∂ σ ∂ ξ τ− = < ξ < ξ τ >
∂ξ ∂τ ∂τ

2 2 2

02 2 2
( , ), 0 , 0,iW

ξξ
ξξ τ= τ=

∂σ ξ τ
σ ξ τ = = ≤ ξ ≤ ξ

∂τ0 0 0
( , )

( , ) 0, 0 ,

ξξ ξ= ξξ ξ=ξσ ξ τ = σ ξ τ = τ >
00( , ) ( , ) 0, 0,

∂ ξ τ ∂ ξ τ ∂ ξ τ= − β < ξ < ξ τ >
∂τ ∂ξ ∂τ

2 2
2

02 2
( , ) ( , ) ( , ), 0 , 0,i i iW W W

τ= τ=
∂ ξ τξ τ = = ≤ ξ ≤ ξ

∂τ0 0 0
( , )( , ) 0,0 ,i

i
WW

[ ]∗
ξ= ξ=

ξ=ξ

∂ ξ τ = ξ τ − ∂ξ τ >
ξ τ = 0

1
0 1 0

1

( , ) ( , ) 1
0,

( , ) 0

W Bi W

W

ξ=

ξ=ξ

ξ τ = 
τ >ξ τ = 0

2 0

2

( , ) 1
0,

( , ) 0
W
W

ξ=

ξ=ξ

ξ τ 
 τ >∂ ξ τ = ∂ξ 

0

3 0

3

( , )
0.( , ) 0

W
W

ξ = 0

ξ τ( , )

[ ]
τ

ξ=
ξ=

∂ ξτ τ − τ − τ = ξ τ − τ > ∂ξβ β 


1
1 02 2

0 0

( ') '1 exp ' * ( , ) 1 , 0,
W

d Bi W

ξ= ξ=
ξ  = + β ξ − ξ  

2
0 1 0

( , ) 1( * * ) ( , ) .dW p Bi Bi p W p
d p

β2 * .Bi

α = α −24700 Вт/м K ( =v 5000 м/c,p
−= × 5144 10 β2*Bi 1! τ 1/ vr ph!



54 КАРТАШОВ, КРЫЛОВ

что дает  последнее справедливо, учитывая приведенные выше цифры.
Таким образом, операционная форма граничного условия в (43) будет

. Впрочем, случай (46) будет рассмотрен ниже.
Операционная форма аналитических решений задач (38)–(45) имеет вид:

(47)

(48)

Здесь: 
Соотношения (47)–(48), по существу, новые (операционные) аналитические реше-

ния гиперболических моделей (38)–(45). Переход к оригиналам производится с помо-
щью развитого выше аппарата оперционного исчисления. Рассмотрим подробно слу-
чай i = 1 (граничные условия (43)). Для остальных случаев выпишем гтовые решения в
оригиналах для напряжений.

Соотношения (47)–(48) для i = 1 приводят к выражению вида:
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Функция  в соотношении (48):

(53)

Здесь:

(54)

Функция  в соотношении (48):

(55)

Здесь:

 

  функция (54).

Следует подчеркнуть, что термомеханические задачи с обобщенными граничными
условиями (6)–(7) – открытая проблема теории теплового удара. Отсутствуют даже
единичные публикации, и до сих пор неизвестны функциональные конструкции в ка-
честве аналитических решений этого класса задач. Рассмотрим одну из таких задач
(38)–(42) с граничными условиями вида
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(59)

(60)

Вначале запишем решение тепловой задачи (41)–(42), (56)–(57) как новый резуль-
тат аналитической теплофизики.

Операционное решение:

Оригинал решения:
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Операционное решение для напряжения:
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Оригинал решения:

(63)

Здесь:

Профиль напряжения (53) в фиксированном сечении  при  для 
(что соответствует слою из алюминия, для которого ) по-
казан графиком на рис. 1. Принципиальной особенностью приведенного на рисунке
графика напряжентия для мгновенного теплового удара является крутой передний
фронт термоупругой волны в отличие от плавного уменьшения в известных ранее ра-
ботах [21], обусловленный введением бесконечной скорости распространения тепло-
ты. К этому следует добавить, что решение (53) (  описывает падающие и
многократно отраженные от обеих границ слоя плоские температурные волны. Сумма
в решении (как и в других приведенных случаях) – математическое следствие принци-
па суперпозиции, который имеет место в силу линейности задачи. На рис. 2 приведена
типичная кривая (для данного класса задач) распределения температуры  по
текущей толщине стержня в различные моменты времени (при тех же данных, что и на
рис. 1). На графике отчетливо проявляется влияние времени на изменение температу-
ры вдоль текущей толщины.
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Рис. 2. Распределение температуры  по текущей толщине слоя  в различные моменты вре-

мени при 
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Рис. 1. Температурные напряжения (54) в фиксированном сечении  при 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представлены оригиналы нестандартных операционных изображений (по Лапла-
су), входящие в операционные решения широкого класса задач локально-неравновес-
ных процессов переноса (теплоты, массы, импульса), электрических цепей, гидроди-
намики, теории колебаний, термомеханики и других областей. Приведены иллюстра-
тивные примеры и показана возможность построения аналитических решений
математических моделей теории теплового удара в ограниченной области в виде раз-
личных функциональных конструкций, для которых доказана эквивалентность.
Представленные аналитические решения в областях канонического типа являются
новыми в аналитической теплофизике и термомеханике.
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The article is devoted to practically new model representations of locally nonequilibrium
heat transfer in terms of nonstationary heat conduction for hyperbolic type equations (wave
equations), as well as dynamic models of heat shock based on wave equations. The results
presented in the article practically open up an independent scientific direction in analytical
thermal physics and in the theory of thermal shock, namely: the study of the thermal re-
sponse of solids of a canonical form of finite sizes to intense heating and cooling under con-
ditions of a locally nonequilibrium heat transfer process. This direction required the devel-
opment of a special apparatus of operational calculus due to the appearance in analytical
solutions of model problems in the image space according to Laplace of non-standard oper-
ational images, the originals of which are unknown and are not available in reference books
on operational calculus. The presented images are typical for operational solutions of a wide
class of generalized boundary value problems for equations of hyperbolic type in the theory
of heat conduction, diffusion, hydrodynamics, vibrations, propagation of electricity, ther-
momechanics and other areas of science and technology. Illustrative examples of analytical
solutions of specific model problems of locally nonequilibrium heat transfer and the theory
of thermal shock for a finite region are given in both classical and generalized formulations
(the latter taking into account the finite rate of heat propagation). The characteristic features
of functional structures as analytical solutions of the considered mathematical models are
revealed.

Keywords: local non-equilibrium heat transfer, heatstroke, new apparatus of operational cal-
culus, analytical solutions
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ВВЕДЕНИЕ

Как известно, картина пузырькового кипения на перегретой поверхности имеет
сложный многофакторный характер, обусловленный зарождением, ростом и отрывом
паровых пузырьков. Для анализа теплогидравлических процессов в пристенном кипя-
щем слое жидкости необходимо знать закон роста пузырька (ЗРП) – функцию R(t)
ЗРП определяется влиянием ряда факторов: процесса испарения жидкости на меж-
фазной поверхности (МФП); инерционной реакцией оттесняемой пузырьком жидко-
сти; видом контакта пузырька с перегретой поверхностью; взаимодействием с сосед-
ними растущими пузырьками. Этой проблеме посвящено огромное количество работ,
укажем в этой связи обзоры [1, 2]. Необходимым этапом анализа ЗРП является деталь-
ное исследование идеализированной задачи о сферически-симметричном росте паро-
вого пузырька в бесконечном объеме равномерно перегретой жидкости [3].

МЕТАСТАБИЛЬНАЯ ЖИДКОСТЬ

Бинодаль. Первым документально зафиксированным упоминанием о свойствах пе-
регретой жидкости служит выпущенная в 1777 году рекомендация Лондонского коро-
левского общества помещать шарик термометра не в саму кипящую воду, а в ее пары.
Век спустя, в 1873 году, Гиббс (Gibbs) [4] впервые провел физический анализ особен-
ностей перегретого состояния жидкости. Интересные сведения о ранних наблюдени-

УДК 532.529
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ях явлений, связанных с перегревом жидкостей, содержит вышедший в 1923 году
“Курс физики” Хвольсона.

Зависимость температуры жидкости от давления в состоянии термодинамического
равновесия описывается уравнением кривой насыщения (бинодали). Если увеличи-
вать  при  или уменьшать  при , то жидкость без фазового пре-
вращения переходит в метастабильное состояние, которое является неустойчивым по
отношению к внешним возмущениям. Так как вероятность спонтанного испарения
сколь-нибудь значительной массы жидкости очень мала, то жидкость в метастабиль-
ном состоянии может существовать неограниченно долго. Однако при некотором по-
роговом уровне флуктуаций параметров (давления, температуры) неустойчивое рав-
новесие нарушается. Тогда в действие вступает положительная обратная связь, и ма-
лое возмущение будет усиливаться реакцией самой термодинамической системы.

Спинодаль. Нарастание неустойчивости будет выражено тем сильнее, чем глубже
будет вторжение жидкости в метастабильную область. Конечным результатом разви-
тия возмущения является фазовый переход. Метастабильная область ограничена свер-
ху спинодалью – зависимостью температуры предельного перегрева жидкости от дав-
ления. При  термодинамическое состояние жидкости становится абсолютно
неустойчивым, и она должна самопроизвольно превращаться в пар.

Уравнение спинодали  следует из уравнения состояния реальных газов. Уже
ко времени написания монографии [5] было известно более сотни уравнений состоя-
ния, построенных на базе классического уравнения Ван-дер-Ваальса. С тех пор число
их неуклонно росло, однако наиболее используемыми в инженерных расчетах остава-
лись классические уравнения (уравнения Дитеричи, Бертло, Редлиха-Квонга), а так-
же их модификации [6]. В частности, из уравнения Соаве-Редлиха-Квонга следует ап-
проксимация зависимости температуры спинодали от давления

(1)

Следуя Гиббсу [4], можно выделить два принципиально различных метода опреде-
ления спинодали. Теоретический метод заключается в исследовании термодинамиче-
ской устойчивости жидкости на основе уравнения состояния. Для этого используется
математический аппарат, основанный на уравнениях Максвелла (Maxwell) и Гиббса и
впоследствии развитый Новиковым [7]. Экспериментальный метод заключается в до-
стижении состояния предельного перегрева жидкости при ударном режиме вскипа-
ния [8]. Полученный при этом банк опытных данных показывает, что точки «ударной
спинодали» хорошо ложатся на теоретическую кривую вида (1). Такое согласование
результатов, полученных совершенно различным образом, подтверждает достовер-
ность теоретических представлений [7] о метастабильной жидкости.

СТАДИИ РОСТА ПАРОВОГО ПУЗЫРЬКА

Численные исследования. Численные исследования задачи сферически-симметрич-
ного роста парового пузырька в объеме равномерно перегретой жидкости начались в
70-х годах прошлого века [9, 10] и продолжаются по сей день [11, 12]. Изначальным
объектом исследования является критический паровой зародыш радиусом

, находящийся в неустойчивом термодинамическом равновесии с окружа-
ющей жидкостью. Здесь  – перепад давления;  давление насы-
щение при температуре перегретой жидкости. Обе фазы – перегретая жидкость и на-
сыщенный пар – находятся при температуре . Триггером начала роста является
скачкообразное увеличение радиуса зародыша, вызывающее его необратимый рост.

T = constp p = constT

> spinT T

( )spinT p

= +spin

cr cr
0.89 0.11 .

T p
T p

= σ Δcr 2 /R p

∞Δ = −vp p p ( )∞=v sp p T

∞T



63РОСТ ПАРОВОГО ПУЗЫРЬКА В ПЕРЕГРЕТОЙ ЖИДКОСТИ

ЗРП описывается уравнением Рэлея–Ламба (Rayleigh–Lamb) [13]

где ; . Численные и экспериментальные исследования ЗРП при
кипении воды и натрия [9–12] показали, что последний член в правой части, ответ-
ственный за влияние вязкости жидкости, можно опустить. Тогда мы будем иметь
уравнение

(2)

В работе [11] проведено численное исследование роста парового пузырька в воде,
перегретой на 15 К при атмосферном давлении. Начальный радиус пузырька состав-
лял  1 мкм. Рост пузырька инициировался скачкообразным увеличением его ра-

диуса на  за время  мкс. Как следует из рис. 1, весь период роста
можно разбить на три основные стадии: капиллярную, переходную и тепловую.

Капиллярная стадия наступает сразу после начала процесса роста и лимитируется
силой поверхностного натяжения на МФП (второй член в правой части (2)). Большую
часть капиллярной стадии занимает “инкубационный период”: скорость близка к ну-
лю, ускорение мало и практически постоянно. Затем жидкость остается практически
неподвижной, а параметры пузырька начинают медленно изменяться: радиус растет,
температура пара снижается. При этом вследствие увеличения перепада температур

 к МФП за счет теплопроводности жидкости начинает подводиться
тепловой поток.

Здесь возникает цепочка положительной тепловой обратной связи: увеличение
 ускорение радиального расширения пузырька  ослабление влияния поверх-

ностного натяжения в уравнении (2)  снижение   новое увеличение  и т.д.

( ) μσρ + = Δ − −���

23 2 4 ,
2

fRR R p
R R

=� /R dR dt =��

2 2/R d R dt

( ) σρ + = Δ −���

23 2 .
2

RR R p
R

=crR
−Δ ≈ × 4

cr5 10R R −≈ 310

( )∞Δ = − >v 0T T T

Δ T 

 vT  ΔT

Рис. 1. Стадии роста парового пузырька согласно численным расчетам [11]. Зависимость ускорения меж-
фазной границы и скорости роста пузырька от времени. 1 – капиллярная стадия; 2 – промежуточная ста-
дия; 3 – инерционная стадия; 4 – тепловая стадия.
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Этот эффект заметно проявляется, начиная с  2 мкс. Как видно из рис. 2, за относи-
тельно короткий промежуток времени (2 мкс  3.6 мкс) ускорение  резко возрас-
тает и при  3.6 мкс достигает своего пика. Следствием этого является интенсивный
рост  и появление в динамике пузырька новых факторов.

Переходная стадия включает в себя две стадии – короткую промежуточную и протя-
женную инерционную. Промежуточная стадия характеризуется резким увеличением

, что приводит к взрывообразному росту влияния инерционного члена (первый член
в правой части (2)), который становится сравним с капиллярным членом. В конце
промежуточной стадии  6.8 мкс)  падает практически до нуля, а  достигает сво-
его максимума. Это приводит к ослаблению тепловой обратной связи. Давление в пу-
зырьке  резко возрастает; как следствие, в условиях  возрастает также и

. Динамика пузырька определяется главным образом инерционным членом в пра-
вой части уравнения (2), которое переходит в классическое уравнение Рэлея

(3)

Поскольку давление и температура пара связаны условиями бинодали, то  при
этом снижается, что приводит к вырождению тепловой обратной связи. Итак, инер-
ционная реакция жидкости в результате ведет к снижению .

Инерционная стадия определяется перепадом давлений  и описывается уравнени-
ем Рэлея (3). Первый член левой части имеет отрицательный знак и отражает эффект
замедления роста. Доминирующую роль играет положительный второй член, ответ-
ственный за радиальное оттеснение жидкости. При  100 мкс оба члена становятся
соизмеримыми, хотя второй член остается несколько большим по модулю. Ко време-
ни  500 мкс инерционный механизм вырождается. Градиент температуры на МФП

≈t
< < t ��R

≈t
�R

�R

≈(t ��R �R

vp ∞ = constp
Δp

( )ρ + = Δ�� �

23 .
2

RR R p

ΔT

�R
Δp
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≈t

Рис. 2. Стадии роста парового пузырька согласно численным расчетам [11]. Зависимость радиуса пузырька
и температуры пара от времени. 1 – капиллярная стадия; 2 – переходная стадия; 3 – тепловая стадия.
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монотонно снижается, что приводит к уменьшению подводимого к МФП теплового
потока, а следовательно, и скорости роста.

Тепловая стадия, контролируемая процессом испарения жидкости на МФП, характе-
ризуется монотонным снижением . Перепад давлений снижается практически до нуля;
роль капиллярных и инерционных эффектов является пренебрежимо малой. ЗРП опре-
деляется градиентом температур на МФП, а также эффектом растягивания теплового по-
граничного слоя на поверхности пузырька. К моменту начала тепловой стадии перепад
температур был лишь на 2% ниже начального перегрева жидкости в системе .

Роль начального возмущения. Следует подчеркнуть, что инициирование роста путем
выведения парового зародыша из состояния термодинамического равновесия пред-
ставляет собой эмпирический прием. Как показали проведенные в [11] вариантные
расчеты, усиление и удлинение начального “толчка” приводит к сокращению инкуба-
ционного периода . С помощью эмпирического перебора вариантов были
найдены некоторые оптимальные параметры запускающего импульса: скачкообраз-

ное увеличение радиуса зародыша на  за время  мкс. Для импуль-
сов меньшей интенсивности начальная ветвь кривой  практически переставала
меняться. Отметим, что обоснование корректности такого метода нуждается в допол-
нительном исследовании процесса в рамках его более глубокого физического анализа.

Аналитические аппроксимации. В работе [14] предложено приближенное аналитиче-
ское решение задачи роста парового пузырька в начальный период. Выведены форму-
лы для расчета продолжительности “инкубационного периода”, даны рекомендации
по влиянию на динамику пузырька различных параметров. Анализ метода этой рабо-
ты, а также полученных в ней результатов, приводит к следующим выводам.

1) В работе отсутствует теоретическое обоснование принимаемых допущений, не-
которые из которых представляются спорными.

2) Автор [14] даже не упоминает имеющиеся исследования рассматриваемой про-
блемы, насчитывающие несколько десятилетий.

3) Предложенные в работе расчетные рекомендации количественно и качественно
противоречат имеющимся в литературе результатам по характеру влияния на процесс
физических факторов (вязкости, поверхностного натяжения, инерционных эффектов).
Существенно расходятся также оценки продолжительности инкубационного периода.

ПРЕДЕЛЬНЫЕ СХЕМЫ РОСТА

Как показали численные и экспериментальные исследования [9–12], ЗРП опреде-
ляется главным образом сопротивлением оттесняемой жидкости (динамические эф-
фекты) и интенсивностью испарения на поверхности пузырька (энергетические эф-
фекты). Динамические эффекты обусловлены инерцией жидкости и ее вязкостью, а
энергетические – условиями подвода тепла к МФП и кинетикой процесса испарения.
При росте парового пузырька все эти факторы действуют одновременно, однако в
каждом конкретном случае определяющими являются лишь некоторые из них.

Лабунцов [15] впервые предложил системный подход, в рамках которого исследу-
ются “предельные схемы роста”. Каждая из этих схем соответствует проявлению од-
ного (главного) фактора, который играет лимитирующую роль. Это означает, что при
воздействии двух (или нескольких) факторов реальная скорость роста парового пу-
зырька будет лимитироваться наименьшей из скоростей, определяемых в рамках каж-
дой из предельных схем.

Необходимым общим условием для любой предельной схемы является выполнение
уравнения теплового баланса на МФП

(4)
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В реальном процессе начальная стадия ЗРП описывается формулой Рэлея1, вытекаю-
щей из динамической инерционной схемы

(5)

Как видно из формулы (5), инерционный ЗРП характеризуется постоянной скоростью

(6)

С течением времени начальный перепад давлений  быстро падает; ЗРП все более
подчиняется энергетической тепловой схеме (ЭТС), описываемой автомодельным за-
коном тепловой диффузии

(7)

Здесь  – модуль роста, зависящий от степени перегрева жидкости по отношению к
температуре насыщения. Тогда из формулы (7) для скорости роста будем иметь

(8)

Подставляя  из (8) в уравнение теплового баланса (4), получаем выражение для
подводимого к МФП теплового потока

(9)

РЕШЕНИЕ СКРАЙВЕНА

Точное решение для ЗРП в рамках ЭТС впервые получил Скрайвен (Scriven) [16] в
виде интеграла. Результаты решения были систематизированы в виде “таблицы
Скрайвена” (ТС), которую можно представить как табулированную зависимость вида

. Здесь введены следующие параметры:

(10)

– отношение плотностей жидкой и паровой фаз,

(11)

– “число Якоба”.
В работе [17] предложено приближенное решение рассматриваемой задачи, описы-

вающее ТС с погрешностью менее 1.3%

(12)

Здесь

(13)

1 Формула (1) справедлива для всей области давлений за исключением узкой области в окрестности термо-
динамической критической точки, где плотности фаз становятся соизмеримыми.
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“фактор интенсификации”; коэффициенты в полиноме в правой части (13) определяются
соотношениями:     

 .
Уравнение (13) содержит второй (наряду с числом Якоба) определяющий параметр

ЭТС – “число Стефана”

(14)

связанное с числом Якоба соотношением
(15)

Полученное решение удовлетворяет условиям Карташова [18] для приближенных
аналитических решений:

• минимально возможная расчетная погрешность;
• обеспечение сходимость процесса (настолько хорошо, чтобы можно было сделать

заключения о свойствах полученного решения);
• наличие всех операций, допускаемых в процессе преобразований;
• достаточно простая реализация в практических приложениях.
Асимптотики решения (12). При  из (15) для любого  следует , и

мы будем иметь асимптотику “медленного роста”, соответствующую стационарной
проблеме теплопроводности [19]. Записывая тепловой поток в виде , с

учетом автомодельного закона (7), получаем: .
При  уравнение (12) упрощается к виду

(16)

Из соотношений (9), (16) получаем выражение для подводимого к МФП теплового
потока

(17)

Асимптотика (16), в свою очередь, включает в себя две внутренние асимптотики.
“Средняя асимптотика” получается в результате раскрытия неопределенности вида:

, , и мы будем иметь

(18)

Формула (18) была получена в работе Плессета–Цвика (Plesset–Zwick) [20] с помощью
весьма сложной математической процедуры.

Вторую асимптотику уравнения (16) получаем из разложения фактора интенсифи-
кации в ряд при . Ограничиваясь первыми двумя членами и подставляя ре-
зультат в (16), будем иметь

(19)

При  формула (19) содержит две особенности. Математическая особенность со-
стоит в неограниченном увеличении модуля роста , приводящем к “теплово-
му взрыву”. Физическая особенность заключается в достижении предельной метаста-

β = −1 0.7604, β = −2 0.4452, β =3 0.6153, β = −4 1.5366, β =5 2.3369,
β = −6 1.7361, β =7 0.5261
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бильной неравновесности. При  cогласно определению (14) числа Стефана эн-
тальпия перегрева единицы массы жидкости  становится равной теплоте фазового
перехода . Таким образом исчезают ограничения на скорость фазовых превращений, и
каждая частица жидкости вблизи МФП мгновенно превращается в пар.

В действительности скорость роста пузырька при  будут ограничивать факто-
ры, не учитываемыми в рамках ЭТС.

• Радиальное расширение жидкости за счет роста пузырька вызовет ее инерцион-
ную реакцию. Это приведет к повышению давления на МФП, а значит и во всем объе-
ме пузырька. Как следствие, температура насыщенного пара  возрастет, а перепад
температур  – уменьшится. Это вызовет снижение подводимого к МФП
теплового потока, а с учетом уравнения теплового баланса (4) – скорости роста пу-
зырька .

• Снижение теплового термического сопротивления при  приведет к усиле-
нию роли фазовой неравновесности на МФП со стороны паровой фазы. Вследствие
этого неограниченному усилению интенсивности испарения будут препятствовать
молекулярно-кинетические эффекты, которые в обычных условиях являются прене-
брежимо малыми.

Определяющие параметры. Первым параметром, определяющем ЭТС, является от-
ношение плотностей фаз (10), изменяющееся в диапазоне . В качестве основ-
ного теплового параметра выступает число Стефана (14), имеющее тот же диапазон
изменения: . Число Якоба, пределы изменения которого определяются ра-
венством (15) , является производным от указанных двух главных пара-
метров. Его использование в качестве независимого параметра может привести к не-
физичному результату: . Такой “заход в запрещенную область”
может иметь место, в частности, для случая кипения органических жидкостей [21].

БИНАРНАЯ ИНЕРЦИОННО-ТЕПЛОВАЯ СХЕМА

Экспериментальные исследования. Подавляющее большинство экспериментальных
исследований ЗРП были проведены для области . Одно из немногих исключений
составляет работа [21], в которой экспериментально исследовался рост пузырька в
объеме сильно перегретой органической жидкости (бутана). Капля бутана помеща-
лась в сосуд, заполненный высококипящей жидкостью (этиленгликолем), всплывала
под воздействием силы Архимеда капля и на определенной высоте вскипала. Зарож-
давшийся внутри капли пузырек быстро рос и за время менее 100 мкс достигал границ
капли.

Измеренные в [21] ЗРП соответствовали степенной функции, занимающей промежу-

точное положение между инерционной (5) и тепловой (7) зависимостями: , где
. Это позволяет предположить, что в условиях эксперимента реализовалась

“бинарная схема роста” [17] при одновременном воздействии двух факторов – интенсив-
ности испарения на МФП (энергетические эффекты, ответственные за соблюдение
теплового баланса) и сопротивлением оттесняемой жидкости (динамические эффек-
ты, ограничивающие скорость роста).

Число Стефана в метастабильной области. Рассмотрим в  – диаграмме ЗРП для
случая предельного перегрева жидкости (рис. 3).

Состояние насыщенного пара в пузырьке соответствует точке  на бинодали,
состояние перегретой жидкости – точке  на спинодали, где  – изобара. Как
показывает термодинамический анализ [7], при углублении захода в метастабильную
область изобарная теплоемкость монотонно возрастает и при приближении к спино-
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дали устремляется к бесконечности. Поэтому число Стефана необходимо рассчиты-
вать по формуле

где теплота фазового перехода  берется при 
При вычислении интеграла может оказаться, что, начиная с некоторой температу-

ры , будет . Однако из асимптотики (19) следует, что при росте пу-
зырька всегда должно соблюдаться условие . Отсюда следует, что каждой изобаре
будет соответствовать некоторая предельная температура, выше которой рост пузырь-
ка окажется невозможен.

Энергетическая спинодаль. Определим “энергетическую спинодаль” , для ко-
торой на каждой изобаре выполняется условие

В  – диаграмме энергетическая спинодаль описывается линией 3, лежащей между
бинодалью 1 и спинодалью 2 и пересекающаяся с последней в точке G (рис. 3). Таким

( ) ( )= 
sv

1S ,
T

p
f T

T c T dT
h

vfh ( )s min .T p

≤e spinT T ( ) ≥eS 1T
≤S 1

( )eT p

( ) = =
e

s

e
1S 1.

T

p
T

T c dT
L

,p T

Рис. 3. Стадии роста парового пузырька в перегретой жидкости. 1 – бинодаль; 2 – спинодаль; 3 – энергети-
ческая спинодаль.
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образом, линии 2, 3 ограничивают часть метастабильной области, физически нереали-
зуемую при росте пузырька. Если при достижении спинодали число Стефана останет-
ся меньшим единицы, то энергетическая спинодаль будет отсутствовать.

Метод температурных аппроксимаций. Традиционным способом расчета теплофизи-
ческих свойств метастабильной жидкости является метод температурных аппрокси-
маций [8]. Рассмотрим в качестве примера предельный случай спинодальных перегре-
вов. В момент вскипания  температура жидкости, находящейся в точке , при
заданном давлении в системе может быть рассчитана по формуле (1). В момент вклю-
чения инерционной реакции жидкости  давление в пузырьке скачкообразно
возрастает до значения  (точка ). Тогда изобарная теплоемкость жидкости будет
равна значению  на бинодали при ее пересечении с изотермой

. В соответствие с методом температурных аппроксимаций  принима-
ется за значение изобарной теплоемкости в точке  на спинодали. Ясно, что с помо-
щью такого метода невозможно оценить погрешность определения .

Расчет по уравнению состояния. В работе [7] на основе теории фазовых переходов
второго рода исследовалось поведение теплофизических свойств метастабильной
жидкости. Было показано, что функция  как в окрестности спинодали (точка B,
рис. 3), так и в окрестности термодинамической критической точки описывается сте-
пенной зависимостью вида

(20)

Здесь  – безразмерная разность температур;  – “псевдокритический ин-

декс”.
Следует отметить, что теория Новикова ничего не говорит о поведении  во всей

метастабильной области (интервал AB, рис. 3). Остается также открытым вопрос о
точном значении псевдокритического индекса в интервале . В моногра-
фии [22] были приведены результаты расчета изобарной теплоемкости с помощью
уравнения Соаве–Редлиха-Квонга для случая . На основании этих расчетов
можно принять значение псевдокритического индекса в (20) равным  (рис. 4).
Отсюда следует выражение для числа Стефана в метастабильной области:

Аналитическая аппроксимация. В работе [23] было получено аналитическое решение
задачи роста парового пузырька в рамках бинарной инерционно-тепловой схемы для
области . При этом кривая насыщения аппроксимировалась линейной функци-
ей, а плотность пара в пузырьке принималась постоянной. Эта расчетная схема исполь-
зовалась затем для области  в работе [24], выполненной при участии одного из ав-
торов настоящей статьи. Однако в результате удалось описать опытные данные [21]
лишь для области малых времен:  60 мкс. В то же время расчетная кривая  для
интервала 60 мк  100 мкс “проваливается” по отношению к опытным точкам [21]
более чем вдвое. Как представляется, это является следствием двух некорректных до-
пущений расчетного метода работы [24]:

• неучет изменения во времени плотности пара, которая при движении пузырька
от точки  к точке  уменьшается почти в 17 раз;

• аппроксимация участка кривой насыщения отрезком прямой, сильно искажаю-
щая взаимодействие инерционного и теплового механизмов.
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ЭФФЕКТ “ЗАПИРАНИЯ ДАВЛЕНИЯ”

Стадии роста пузырька
В рамках численных исследований [9–12] полагалось, что в начальный момент вре-

мени  пузырек представляет собой критический паровой зародыш. В момент
времени  радиусу пузырька придается малое возмущение, нарушающее состоя-
нии термодинамического равновесия. Начинает необратимый рост пузырька, насчи-
тывающий четыре стадии: капиллярную, промежуточную, инерционную и тепловую.

Ниже мы будем рассматривать лишь две последние – наиболее протяженные – ста-
дии роста, лимитируемые инерционными и тепловыми эффектами. Наложение этих
двух факторов приводит к бинарной инерционно-тепловой схеме.

1) Исходные данные (рис. 3): число Стефана – больше единицы: ; давле-
ние и температура жидкости равны: .

2) Начальное состояние (статическое) . Пар находится в точке  на
бинодали 1, жидкость – в точке  на спинодали, причем .

3) Начальное состояние (динамическое) . Включается инерционная реакция
жидкости. Давление в пузырьке возрастает вдоль бинодали от точки  до
точки ; жидкость переходит в точку  по изотерме .
Перепад температур и число Стефана обращаются в нуль: . Все эти измене-
ния происходят скачкообразно. Скорость роста пузырька описывается рэлеевским за-
коном, в который входит максимальный перепад давлений

(21)
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Соаве–Редлиха–Квонга, 2 – расчет по формуле (7) при .
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4) Переходная стадия . Рост пузырька определяется совместным воздействием
тепловых и инерционных эффектов. Термодинамическое состояние пара “дрейфует”
вдоль бинодали от начальной точки  в сторону точки . Перегрев жидко-
сти увеличивается; число Стефана монотонно возрастает и в точке  достигает
единицы. При анализе ЭТС было показано, что при  имеет место асимптотика

. Однако в рамках инерционно-тепловой схемы скорость роста в точке
 остается конечной.

5) Асимптотическая стадия. Термодинамическое состояние пара «зависает» в
окрестности предельной точки  и достигает ее лишь при . Физически это озна-
чает, что в точке  реализуется эффект “запирания давления”: ,

, . “Изобара запирания”  проходит через точ-
ку  на бинодали 1 и в точке  упирается в энергетическую спинодаль 3. Через точку

 проходит также изотерма . Скорость роста описывается асимптотическим
законом Рэлея

(22)

Таким образом, ситуация  является гипотетической и относится только к на-
чальному состоянию жидкости. В реальном процессе число Стефана в начальный момент
скачкообразно обращается в нуль и затем асимптотически стремится к единице.

6) Отсутствие эффекта запирания. Пусть теперь точка G на спинодали расположе-
на левее точки . Отсюда следует, что точка , соответствующая равенству , бу-
дет находиться на бинодали левее точки . Тогда предельным термодинамическим
состоянием пара будет состояние насыщения , и эффект «запирания
давления» отсутствует.

Область “запирания давления”. Введем обозначения для перепада температуры
 и перепада давления  для системы “пар–жидкость”.

Давление и температура пара в точке  будут превышать свои значения в точке
 на соответствующие перепады: , . Согласно  –

диаграмме (рис. 3) эти перепады связаны с соответствующими суммарными перепадами
соотношениями: ,  Здесь  – “запираю-
щий” перепад давления. Согласно уравнению Клапейрона–Клаузиуса [13] малые перепа-
ды давления и температуры  вдоль кривой насыщения связаны
между собой линейным соотношением

Тогда из (5), (9) получаем биквадратное уравнение для , решение которого имеет вид

(23)

При  из (23) будем иметь . Таким образом скорость роста не стремится
асимптотически к нулю (как в рамках ЭТС), а ограничивается снизу рэлеевским зако-
ном (22).
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При  “запирающий” перепад давлений  стремится к нулю; и в
квадратных скобках в правой части (23) будет преобладать второй (нестационарный)
член. В пределе при   получаем

Это – случай абсолютно неустойчивого равновесия, для реализации которого «запи-
рающий» перепад давлений должен быть в точности равен нулю. При сколь угодно
малых  ЗРП будет “сваливаться” в одну из устойчивых асимптотик: при

 – в автомодельный закон (8); при  – в рэлеевский закон (6). Таким обра-
зом, случай  является чисто гипотетическим и не может быть реально реализован.

Асимптотический закон роста. Представим дифференциальное уравнение (23) в без-
размерном виде

(24)

где  – безразмерные значения радиуса и времени соот-

ветственно. Интегрируя (24) с начальным условием , получаем

где  – гипергеометрическая функция [25]. Это решение

имеет весьма громоздкий вид и здесь не приводится. С погрешностью 1.3% оно ап-
проксимируется соотношением

Предельная ветвь этого решения при  имеет вид , или в размерном виде

Другая предельная ветвь решения (24) – при  – описывает рэлеевскую асимпто-
тику , или в размерном виде

Численное исследование. Как показано в работе [26], при переменной во времени
температуре пара в пузырьке можно с приемлемой точностью одновременно исполь-
зовать оба предельных закона – инерционный (5) и тепловой (7). Такой подход при-
водит к системе из двух дифференциальных уравнений

(25)
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В работе [27] проведено численное интегрирование системы уравнений (25) с по-
мощью программного пакета системы компьютерной алгебры Maple. На рис. 5 пред-
ставлена зависимость , в которой можно выделить три основные стадии. В очень
короткий начальный период (  10–6 мкс) скорость роста подчиняется рэлеевскому
закону (5). Протяженная промежуточная стадия (10–6 мкс  104 мкс) протекает в
условиях взаимного влияния инерционного и теплового механизмов. В асимптотиче-
ской стадии (при 104 мкс) проявляется эффект “запирания давления”: пузырек
растет в соответствие с асимптотическим рэлеевским законом (22); причем давление
пара в нем не опускается ниже “давления запирания”  бар.

На рис. 6, 7 приведены зависимости локального числа Стефана соответственно от
модифицированного модуля роста и от времени применительно к эксперименталь-
ным условиям [21]. Здесь также наглядно проявляются три основные стадии роста. В
начальной рэлеевской стадии имеем . В инерционно-тепловой стадии число Сте-
фана со все большим ускорением нарастает. Затем следует точка перегиба и плавный
переход в рэлеевскую асимптотику. Физически это соответствует “зависанию” точки

в окрестности предельной точки  на  – диаграмме (рис. 3).

На рис. 8 приведена расчетная кривая  в интервале 5 мкс  100 мкс, которая

хорошо аппроксимируется формулой . Здесь  = мм;  = мкс. Из ри-
сунка следует, что экспериментальные точки лежат в переходной инерционно-тепло-
вой области 3 и удалены от обеих рэлеевских областей – начальной 1 и асимптотиче-
ской 2.
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Рис. 5. Зависимость скорости роста пузырька от времени применительно к экспериментальным условиям [21].
Численный расчет системы уравнений (25): 1 – начальный закон Рэлея, 2 – инерционно-тепловой закон,
3 – асимптотический закон Рэлея.
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Рис. 6. Зависимость локального числа Стефана от модифицированного модуля роста применительно к экс-
периментальным условиям [21]. Численный расчет системы уравнений (25).
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Рис. 7. Зависимость локального числа Стефана от времени применительно к экспериментальным усло-
виям [21]. Численный расчет системы уравнений (25).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрена задача роста парового пузырька в неограниченном объеме равномерно
перегретой жидкости. Проведен анализ стадий роста: капиллярной, промежуточной,
инерционной, тепловой. Показано, что определяющую роль играет бинарная инерци-
онно-тепловая схема роста. На основе термодинамического анализа выполнен расчет
числа Стефана в метастабильной области. Введено понятие энергетической спинода-
ли, расположенной в метастабильной области между бинодалью и спинодалью. В рам-
ках энергетической тепловой схемы исследована асимптотика закона роста пузырька,
соответствующая неограниченному возрастанию модуля роста (асимптотика “тепло-
вого взрыва”). Проведен анализ процесса роста парового пузырька в  – диаграмме.
Показано, что при числах Стефана, больших единицы, имеет место эффект “запира-
ния давления”. Получено аналитическое решение для закона роста пузырька в жидко-
сти, находящейся при температуре энергетической спинодали. Проведено численное
исследование роста пузырька бутана в околоспинодальной области. Получено хоро-
шее согласование с имеющимися в литературе экспериментальными данными.

Сокращения: ЗРП – Закон роста пузырька; МФП – Межфазная поверхность; ЭТС – Энер-
гетическая тепловая схема.

Обозначения:  – температуропроводность;  – изобарная теплоемкость;  – чис-
ло Якоба;  – массовый поток;  – теплота фазового перехода;  – модуль роста;

 – модифицированный модуль роста;  – давление;  – перепад давлений;  –

радиус пузырька;  – радиус критического парового зародыша;  – число Стефана;
 – температура;  – перепад температур;  – время;  – тепловой поток.

,p T
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j vfh m

*m p Δp R

crR S
T ΔT t q

Рис. 8. Кривая роста пузырьков при вскипании капли бутана. Кружочки – экспериментальные точки [21].
Численный расчет системы уравнений (25): 1 – начальный закон Рэлея, 2 – асимптотический закон Рэлея,
3 – переходный инерционно-тепловой закон.
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Греческие символы:  – отношение плотностей фаз;  – перепад давлений; –
плотность;  – перепад температур;  – динамическая вязкость;  – фактор интен-
сификации;  – коэффициент поверхностного натяжения.

Нижние индексы:  – критический;  – энергетическая спинодаль;  – жидкость;
 – максимальный;  – минимальный;  – спинодаль;  – насыщенный  –

пар;  – на бесконечности.
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Vapor Bubble Growth in a Superheated Liquid (Pressure Blocking Effect)

Yu. В. Zudina, * and D. S. Urtenova

aNational Research Centre “Kurchatov Institute”, Moscow, Russia
*e-mail: yzudin@gmail.com

The vapor bubble growth problem in a superheated liquid is considered. The Stefan number
in the metastable region us evaluated. The asymptotics of the “thermal explosion” is investi-
gated in the framework of the energy thermal scheme. The “pressure blocking” effect is
show to occur if the Stefan numbers exceeds 1. An analytical solution is obtained for the bub-
ble growth law in a liquid with energy spinodal temperature. A numerical study of butane
bubble growth in the near-spinodal region is performed. A comparison of the solution with
the experimental results on the boiling of a butane drop is given.

Keywords: vapor bubble, Stefan number, metastable region, thermal explosion, pressure
blocking, energy spinodal, numerical study
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